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Préface 

La topologie générale est devenue récemment une partie essentielle des connaissances de 
base que tout étudiant en mathématiques dôit posséder. Ce livre est conçu pour être utilisé 
comme manuel d’un cours classique de topologie, ou comme complément aux ouvrages tradi- 
tionnels existant sur le sujet. Comme ouvrage de référence, il devrait aussi être d’une grande 
utilité pour tous ceux souhaitant être en possession d’une introduction rigoureuse et détaillée à 
la topologie. 

Chaque chapitre débute par un énoncé clair des définitions, principes et théorèmes relatifs 
au sujet traité, accompagnés d’exemples et de figures illustrant la question. On trouve à la suite 
une série de problèmes résolus et de problèmes supplémentaires de difficulté croissante. Les 
problèmes résolus illustrent et développent la théorie ; ils mettent en lumière les points délicats 
dont la connaissance permet à l’étudiant d'éviter de se sentir constamment mal à l’aise ; enfin, 
ils permettent la répétition des principes fondamentaux, ce qui est essentiel à une bonne assimi- 
lation du sujet. Les démonstrations de nombreux théorèmes sont incluses parmi les problèmes 
résolus. Les problèmes supplémentaires permettent une révision complète du contenu de chaque 
chapitre. 

Les sujets traités incluent les propriétés fondamentales des espaces topologiques, métriques 
et normés, les axiomes de séparation, les notions de compacité, de topologie produit et de 
connexité. Les théorèmes qui sont démontrés comprennent le lemme et le théorème de métrisa- 
bilité d’'Urysohn, le théorème de Tychonoff sur les produits d’espaces topologiques et le théo- 
rème de Baiïre. Le dernier chapitre, consacré aux espaces fonctionnels, est une étude des topo- 
logies de la convergence simple, de la convergence uniforme et de la convergence compacte. En 
outre, les trois premiers chapitres présentent les notions indispensables de théorie des ensembles, 
le quatrième chapitre est consacré aux topologies de la droite et du plan, et l’appendice donne 
les propriétés fondamentales des nombres réels. 

Le contenu de l’ouvrage dépasse ce qui est normalement enseigné dans un premier cours de 
topologie. Nous avons voulu, en effet, faire un livre qui soit d’un maniement plus souple, pro- 
curer un ouvrage de référence plus utile et susciter des intérêts ultérieurs pour le sujet. 

Je tiens à remercier mes nombreux amis et collègues, particulièrement le Dr. Joan Landman, 
pour leurs suggestions pertinentes et la révision critique du manuscrit. Je tiens aussi à exprimer 
ma gratitude au personnel de la Schaum Publishing Company, et particulièrement à Jeffrey Albert 
et Alan Hopenwasser, pour leur précieuse collaboration. 

Seymour LIPSCHUTZ 

Temple University 
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CHAPITRE 1 

Ensembles et relations 

ENSEMBLES, ELEMENTS 

On rencontre la notion d’ensemble dans toutes les branches des mathématiques. Intuiti- 
vement, un ensemble est une collection ou une famille d’objets bien définie, et sera noté à l’aide 
de lettres majuscules À, B, X, Ÿ,... Les objets composant l’ensemble sont appelés ses éléments 
et seront notés à l’aide de lettres minuscules a, b, x, y, ... L’assertion ‘“‘p est un élément de A” 
ou, ce qui est équivalent, ‘“‘p appartient à A” s'écrit 

p € À 

La négation de p € À s’écrit p Æ À. 

Il y a essentiellement deux façons de caractériser un ensemble donné. La première consiste, 
si cela est possible, à énumérer les éléments de l’ensemble. Par exemple, 

Aa te, 1 ONU) 

désigne l’ensemble À dont les éléments sont les lettres a, e, i, o et u. Remarquons que les élé- 

ments de À sont séparés par des virgules et placés à l’intérieur d’une accolade { }. La deuxième 
façon consiste à énoncer les propriétés communes à tous les éléments de l’ensemble. Par exemple, 

B = {x : x est un entier, x > 0} 

ce qui se lit “B est l’ensemble des x tels que x soit un'entier et x soit positif”, désigne l’ensemble 

_B dont les éléments sont les entiers positifs. Pour représenter un élément arbitraire de l’ensemble 

on utilise une lettre qui sera en général x ; les deux points se lisent ‘‘tels que” et la virgule ‘‘et”. 

Exemple 1.1: L'ensemble B précédent peut aussi s’écrire B = {1, 2, 3,...}. Remarquons que — 6€ B, 

3EBetrŒB. 

Exemple 1.2: Les intervalles de la droite réelle, définis ci-dessous, se rencontrent très fréquemment en 

mathématiques. Ici a et b sont des nombres réels tels que a < b. 

L’intervalle ouvert d’origine a et d'extrémité b = (a,b) = {x ia < x D} 

L'intervalle fermé d’origine a et d’extrémité b = [a, b] = {x :a <x <b} 

L’intervalle semi-ouvert d’origine a et d'extrémité b, ouvert en a, fermé en b 
= (a, b] = {x :a <x <b} 

L’intervalle semi-ouvert d’origine a et d’extrémité b, fermé en 4, ouvert en b 
= [a, b) = {x :a < x <b} 

Deux ensembles À et B sont égaux, ce que l’on écrit À = B, s’ils sont constitués des mêmes 

éléments, c’est-à-dire si tout élément de À appartient à B et tout élément de B appartient à A. 

La négation de À = B s’écrit À # B. 

Exemple 1.3: Soient E = {x:x2—-3x+2=0}, F— {2,1} and G = {1,2,2,1}. AlorsE =F=G. 

On observera qu’un ensemble ne dépend pas de la façon dont ses éléments sont rangés. Un 

ensemble n’est pas modifié si ses éléments sont répétés ou énumérés d’une manière 

différente. 

Un ensemble peut être fini ou infini. Un ensemble est fini s’il est formé de n éléments 

distincts, où n est un entier positif ; dans le cas contraire il est infini. En particulier, un ensemble 

possédant exactement un élément s’appelle un singleton. 
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SOUS-ENSEMB LES 

Un ensemble À est un sous-ensemble ou une partie d’un ensemble B, ce que l’on écrit 

AEB' or 534 

si tout élément de À appartient à B ; c’est-à-dire si x € À implique x € B. On dit aussi que À est 
inclus dans B ou que À est contenu dans B ou encore que B contient A. La négation de l’inclu- 
sion À CB s'écrit À Œ B ou B D À et revient à affirmer qu'il existe un x € À tel que x be 

Exemple 2.1 : Considérons les ensembles 

À EAT,3, 5,258, B= AS AOMS EI 

C = {x : x est un nombre premier, x > 2} = {3,5,7,11,...}. 

Alors C € À car tout nombre premier supérieur à 2 est impair. Par contre B Ÿ À car 

10 BE etMAOE"1 

Exemple 2.2: Nous noterons respectivement N l’ensemble des nombres entiers positifs, Z l’ensemble des 

nombres entiers, Q l’ensemble des nombres rationnels et R l’ensemble des nombres réels. 

Par conséquent, 

NCZCACR 

On observera que si À © B il n’est pas exclu que À = B. Nous pouvons en effet reformuler 
la définition de l'égalité de deux ensembles de la manière suivante : 

DEFINITION : Deux ensembles À et B sont égaux si et seulement si A CBetBCA. 

Dans le cas où À C Bet À # B, nous dirons que À est un sous-ensemble propre de B, ou 
que À est strictement inclus dans B. Le lecteur doit savoir que certains auteurs utilisent le 
symbole € pour désigner l'inclusion et n’utilisent le symbole € que dans le cas de l’inclusion 
stricte. RTE 

Notre premier théorème découle des définitions précédentes. 

Théorème 1.1 : Soient À, B et C des ensembles quelconques. Alors (i) À € À ; (ü) si A CB. 
et B C À alors À = B ; et (ii) si A C Bet B C Calors À CC. 

ENSEMBLE UNIVERSEL ET ENSEMBLE VIDE 

Dans toute application de la théorie des ensembles, tous les ensembles considérés sont des 
parties d’un ensemble fixé. Nous appellerons cet ensemble l’ensemble universel ou le référentiel 
et nous le désignerons dans ce chapitre par U. Il convient aussi d'introduire la notion d'ensemble 
vide, c’est-à-dire d’un ensemble ne possédant aucun élément. Cet ensemble, noté ®, est considéré 
comme étant un ensemble fini et est une partie de tout autre ensemble. Par conséquent pour 
tout ensemble À, ® € À C U. 

Exemple 3.1: En géométrie plane, l’ensemble universel est constitué par l’ensemble des points du plan. 

Exemple 3.2: Soit À = {x : x? = 4, x est un entier impair}. Alors À est vide, c’est-à-dire À = Q. 

Exemple 3.3: Soit B — {@}. Alors B Æ@ car B contient un élément. 

CLASSES, COLLECTIONS, FAMILLES ET ESPACES 

Il est fréquent que les éléments d’un ensemble soient eux-mêmes des ensembles. Par 
exemple, toute droite d’un ensemble de droites est un ensemble de points. Pour clarifier ce type 
de situations, nous utiliserons les mots famille, collection ou classe et nous les considérerons 
comme des synonymes d’ensemble. En général nous utiliserons famille pour un ensemble 
d’ensembles et collection pour un ensemble de familles. Les mots sous-classe, sous-collection et 
sous-famille sont synonymes de sous-ensemble. 
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Exemple 4.1: Les éléments de la famille {{2, 3}, {2}, {5, 6}} sont les ensembles {2, 3}, {2}et {5.6}. 

Exemple 4.2 | pot A un ensemble quelconque. L'ensemble des parties de À, que l’on note æ (4) ou 

2 , est la famille de tous les sous-ensembles de A. En particulier, si À = {a. b. c} alors 

P(A) = {A, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a}, {b}, {e}, D} 

En général, si l’ensemble À est fini et possède n éléments, l’ensemble des parties P (4) 

a 2” éléments. 

Le mot espace servira à désigner un ensemble non vide muni d’une certaine structure 

mathématique, par exemple un espace vectoriel, un espace métrique ou un espace topologique. 

Dans ce cas, les éléments de l’espace s’appellent des points. 

OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES 

La réunion de deux ensembles À et B, notée À U B, est l’ensemble de tous les éléments 

appartenant à À ou à B, c’est-à-dire 

AUBr—= xx eAou xeB} 

Ici ‘‘ou”” est utilisé dans le sens de ‘‘et/ou’’. 

L’intersection de deux ensembles À et B, notée À N B, est l’ensemble des éléments appar- 

tenant à la fois à À et à B, c’est-à-dire 

ONE TL Le APE UTED) 

disjoints. Une famille 4 d’ensembles s’appelle une famille disjointe d’ensembles si les ensembles 
Si À NB = 6, c’est-à-dire si À et B n’ont aucun élément commun, on dit que À et B sont | 

distincts composant c4 sont deux à deux disjoints. 

La différence de deux ensembles À et B est l’ensemble, noté A\B, constitué des éléments 

de À n’appartenant pas à B. Autrement dit, 

AN brume Tree BR) 

On observera que A\B et B sont disjoints, c’est-à-dire (4 KB) N Br 0: 

Le complémentaire d’un ensemble À est l’ensemble, noté A°, constitué des éléments de U 

n’appartenant pas à À, c’est-à-dire 

AMEN Te UNE CA) 

Autrement dit, A° est la différence de l’ensemble universel U et de À. 

Exemple 5.1: Les diagrammes suivants, appelés diagrammes de Venn, illustrent les opérations précé- 

dentes sur les ensembles. Ils consistent à représenter les ensembles par des aires planes 

simples et U, l’ensemble universel, par l’aire totale du rectangle. Ê 6 
ANB est ombré À U B est ombré 

A \ B est ombré A° est ombré 
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Les opérations sur les ensembles qui précèdent satisfont à certaines lois ou identités qui 
sont rassemblées dans le tableau ci-dessous (tableau 1). En effet, nous avons le 

Théorème 1.2 : Les ensembles satisfont aux lois du tableau 1. 

LOIS DE L’ALGEBRE DES ENSEMBLES 

Idempotence 

la. AUA = À 1b:<ANAE=TA 

Associativité 

2a. (AUB)UC = AU(BUC) 2b. (ANnB)nC = An(BncC) 

Commutativité 

3D MA NB=RP NA 

Distributivite : 

AU(BNC) = (AUB)n(AUC) 4b. AN(BUC) = (ANB)U(ANC) 

Existence d’éléments neutres 

5a. AUD = À 5b. ANU = A. 
6b. AnD = 

Complémentarité 

Fa. AUAC = U 7b. AnA°c = @ 

8h PU = D AOE=IU 

Lois de de Morgan 

9b. (ANnB)ÿ: = AcUBc 9a. (AUB): = AcnBc 

Tableau 1 

Remarque : Chacune des lois précédentes se déduit d’une loi de logique analogue. Par exemple, 

ANB = {t':2EA.et vEB}; =" {(x:L1E PB let TE ARENA 

Ici nous utilisons le fait que l’assertion ‘‘p et q””, c’est-à-dire p À q. est logiquement équivalente 
à l’assertion ‘‘q et p’”, c’est-à-dire q Ap. 

La relation d’inclusion entre ensembles et les opérations précédentes sont liées par le 

Théorème 1.3 : Chacune des conditions suivantes est équivalente à À C B : 

(i) ANB=A (HD ME EA (v) BUA° = U 

(ii) AUB =B (iv) ANB = 

PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES 

Soient À et B deux ensembles. Le produit cartésien (ou simplement produit) de À et B, 
noté À x B, est l’ensemble constitué par tous les couples (a, b) où a € À et bEB, c’est-à-dire 

AXB = {(a,b\:a€eA,bEB} 

Le produit d’un ensemble À par lui-même, À x À, sera noté A°?. 

Exemple 6.1: Le plan cartésien R? = R x R est un objet familier du lecteur (Fig. 1-1). Ici, chaque 
point P représente un couple (a, b) de nombres réels et vice versa. 
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Exemple 6.2: Soit À = {1,2,3}et B = {a, b}. Alors 

A X B = {(, a), , b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)} 

Fig. 1-1 Fig. 1-2 

Comme A et B ne contiennent pas un grand nombre d’éléments, il est possible de repré- 

senter À x B par un diagramme cartésien comme sur la Fig. 1-2 ci-dessus. Les droites 

verticales issues des points de À et les droites horizontales issues des points de B se 

coupent en 6 points représentant À x B d’une manière évidente. Le point P représente 

le couple (2, b). En général, si les ensembles À et B possèdent respectivement s et 

éléments, alors À x B possède s x f éléments. 

3) 
Remarque : La notion de ‘‘couple” peut se définir rigoureusement par (a,b) = {{a}, {a,b}}. 

A l’aide de cette définition on peut démontrer la propriété ‘‘d’ordre” : 

(a, b) = K(c; d) implique a=ce et b=d. 

La notion d’ensemble produit se généralise à un nombre fini arbitraire d’ensembles de 

manière naturelle. Le produit des ensembles A, ,...,A4,,, que l’on écrit 

ANA sx An où “TL :4 

est l’ensemble constitué par tous les m-uples (a,, a,,...,a,,) où a,€ À; pour tout i. 

RELATIONS 

Une relation binaire (ou relation) R d’un ensemble À dans un ensemble B associé à chaque 

couple (a, b) de A x B une et une seule des assertions suivantes : 

(i) “a est lié à b”, notée a R db 

(ü) “a n’est pas lié à b”, notée a H b. 

Une relation d’un ensemble À dans lui-même s’appelle une relation dans À (ou une relation 

définie dans À). 

Exemple 7.1: L'inclusion est une relation définie dans toute famille d’ensembles. En effet, étant donné 

un couple arbitraire d’ensembles À et B, on a soit À C B soit À  B. 

Observons que toute relation R d’un ensemble À dans un ensemble B définit d’une manière 

unique un sous-ensemble R* de À x Bde la façon suivante : 

Pr (ab) ak D) 

Réciproquement, toute partie R* de A x B permet de définir une relation R de À dans B de la 

façon suivante: 

aRb ssi (a,b) E R* 

Cette correspondance entre les relations À de À dans B et les sous-ensembles de À x B nous per- 

met de reformuler la définition d’une relation : 
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DEFINITION : Une relation de À dans B est un sous-ensembe de À x B. 

Le domaine d’une relation R de À dans B se compose de l’ensemble décrit par la première 
coordonnée des couples de R et l’image se compose de l’ensemble décrit par la seconde coordon- 
née, c’est-à-dire 

domaine de R = {a:({a,b)ER}, imagede À = {b:(a,b)ER)} 

La relation réciproque de R que l’on note R 1, est la relation de B dans À définie par 

RATES b a ta D EURE 

Remarquons que R ! peut s’obtenir en permutant les éléments des couples de R. 

Exemple 7.2 : Considérons la relation 

R = {(12), (1,3), (2,3)} 

définie dans À = {1, 2, 3}. Le domaine de R = {1, 2}, l’image de R = {2,3}et 

RO = 2); (6,4):6;2)7 

On observera que R et R°! sont identiques, respectivement, aux relations ( et } définies 

dans 4, c’est-à-dire 

(a,b)E R ssi a<b et (a, b)E R=1 ssi a >b 

La relation identité dans tout ensemble À, que l’on note À ou À, , est l’ensemble de tous 
les couples de À x À ayant même coordonnées, c’est-à-dire 

AVENUE, GT EN A) 

La relation identité se nomme aussi la diagonale de À x À au vu de sa position sur un diagramme 
cartésien de À x À. 

RELATIONS D’EQUIVALENCE 

Une relation À dans un ensemble À, c’est-à-dire un sous-ensemble À de À x À, s'appelle 
une relation d'équivalence si et seulement si elle satisfait aux axiomes suivants : 

[E,] Pourtouta€ À, (a, a)€R. 

[E,] Si (a, b)E R, alors (b, a)ER. 

[E,] Si(a, b)ERet (b, c)€ER, alors (a, c)E R. 

En général, une relation est dite réflexive ssi [E, ] est vérifié, symétrique ssi [E, ] est vérifié et 
transitive ssi [E,] est vérifié. Par conséquent, une relation R est une relation d’équivalence si et 
seulement si elle est réflexive, symétrique et transitive. 

Exemple 8.1: Considérons la relation d’inclusion entre ensembles C. Le théorème 1.1 permet d’affirmer 
que À € À pour tout ensemble À, et que 

siACBetBCCalors ACC 

Donc € est à la fois réflexive et transitive. Mais 

A CBet À F B implique B 4 À 

Par conséquent, Cn’est pas symétrique et n’est donc pas une relation d’équivalence. 

Exemple 8.2 : En géométrie euclidienne, la similitude des triangles est une relation d’équivalence. En 
effet, soient &, B et y des triangles quelconques, alors : (i) & est semblable à lui-même ; 

(äü) si à est semblable à 8 alors B est semblable à a ; et (ii) si &« est semblable à B et B est 

semblable à y alors & est semblable à y. 
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Soit R une relation d'équivalence dans À, on appelle classe d'équivalence d’un élément 
quelconque a € À, notée [a], l’ensemble des éléments liés à a : 

lfalo= {t: @,2) ER}. 
= - EEE PPT 

L'ensemble des classes d'équivalence, noté A/R, s'appelle l'ensemble quotient de A par R : 
| AIR = {[dl:a€ 4) \ 

L’ensemble quotient A/R jouit des propriétés suivantes : 

Théorème 1.4 : Soient À un ensemble muni d’une relation d’équivalence R et [a] la classe 
d'équivalence de l’élément a € À. Alors : 

(i) Pourtouta€E À,a€ [al]. 

(ii) [a] = [b] si et seulement si (a, b)E R. 

(üi) Si [a] À [b], alors les ensembles [a] et [b] sont disjoints. 

Une famille c4 de parties non vides de À s’appelle une partition de À ssi (1) tout élément 

a€ À appartient à une partie deAet (2) les parties constituant 4 sont deux à deux disjointes. 

Par conséquent, le théorème qui précède implique le théorème fondamental des relations 

d'équivalence qui suit : e rat 
S = 

nas nr see mp er RER DE 
er aan ES Te 

ba Rd NP oh 

RE ne Be en ca 
Théorème 1.5 : Soit R une relation d’équivalence sur un ensemble A. Alors l’ensemble quotient | 

a 

il 
/l 

Be | A/R est une partition de À. Es 
—— gs ST DR sas ce —— see 

RIT DE MISE TEE SE SRE æa een races EDIT RATER PAPER ESS RTE 
seine" "à a 

Exemple 8.3: Soit R, la relation définie sur l’ensemble Z des entiers par 

x = y (mod5) 

qui s’énonce “x est congru à y modulo 5” et dont le sens est “x — y est divisible par 5”. 

Alors R,; est une relation d’équivalence dans Z. Il existe exactement cinq classes d’équi- 

valence distinctes dans Z/R, : 

Eo = —10,-50,b, 10, — "u—" [A0T — [—5] = [0] = [5] tre 

E;, = 4.9, -4,1,6,11;...} = = [-9] = [-4] = [1] = [6] = 

Er 1.8, -3,2,7,12,.:.} = [-8] = [-3] = [2] = [7] = 

Pl tr 28 19e) Verne [—71 = [-2] = [31 = [8] = 

E, = Co ohernt =[r6h= [—11 = [4] = [9] = ::: 

Remarquons que tout entier x, pouvant s’écrire d’une manière unique sous la forme 

x = 5q +r avec 0 <r <5, appartient à la classe d’équivalence E, où r est le reste de x 

dans la division par 5. Notons que les classes d’équivalence sont deux à deux disjointes 

et que Z = EQUE,UE»,UE3UE,. 

COMPOSITION DES RELATIONS 

Soient U une relation de À dans B et V une relation de B dans C, c’est-à-dire UC A xB 

et VCBxC. La relation de À dans C formée de tous les couples (a, c)E A x C tels qu'il existe 

un élément b € B vérifiant 

{a,b)EU et (b,c)E V \ / 6 kx< 

\ 

se nomme la composée de la relation U par la relation Vet se note V o U. (Le lecteur doit savoir 

que cette raltion est noté U o V par certains auteurs.) 

Il est commode d'introduire les symboles supplémentaires qui suivent : 

3,ilexiste t.q., tel que V, pour tout (ou : quel que soit) =, implique 
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Cela étant, nous pouvons écrire : 

VoU = {xY:1EA,yeEC: DEB t4. &x,b)EU, (by eV} 

Exemple 9.1: Soient A = {1,2,3,4} B = {x, y, z, w},C = {5,6, 7,8} et 

U = {{1,x), (1,y), (2,x), (8, w), (4, w)} et V = {(y,5), (y, 6), (2, 8), (w,7)} 

Autrement dit, U est une relation de À dans B et V est une relation de B dans C. Nous 

pouvons concrétiser U et V de la façon suivante : 

(1,5) € VoU puisque yEB et (1,Y) EU, (y,5)E V 

(1,6) € VoU puisque yEB et (1,Y EU, (y,6)E V 

(8,7) € VoU puisquewEeB et (3,w) E U, (w,7)€E V 

(4,7) E VoU puisqueweB et (4,w) EU, (w,17) € V 

E co ND = )> œ@ 3 œ a )Q 

Par conséquent, 

Aucun autre couple n’appartient à V o Uet l’on a, 

VoU = {(1,5), (1,6), (3,7), (4,7)} 

Remarquons que Vo U est exactement composé de l’ensemble des couples (x, y) pour 

lesquels il existe, sur le diagramme précédent, un “chemin” allant dex € À à yEC 
constitué de deux flèches consécutives, 

Exemple 9.2: Soient U et V les relations définies dans R par 

U = {{x,y):x?+y2=1} et V = {{y,2) : 2y + 32 = 4} 

Alors, la composée V © U des relations U et V peut être obtenue en éliminant y entre les 

deux équations x? + y? = let 2y + 3z = 4, Autrement dit, 

VoU  —" {{x,2) : 4x2 + 922— 242 +12 —\ 0} 

Exemple 9.3: Soient N l’ensemble des entiers positifs et R la relation < dans N, c’est-à-dire, (a, b)ER 

ssi a < b. Donc(a, b}ER! ssi a > b. Alors 
£ 

RORET = x y) ameN CAEN QU ONE REAMTOMNEN 

= {(,y):4yEN; DENtg. b<x, b<y} 

; = (NX) X (NN) = {x,y):x,y EN; x,y # 1} 
e 

R1S8R "= {Ta y EN; ENT (TER NU TNE EEE 

—  {(x,y): zyEN; IENTa b>x, by} 

Nr ON 

NotonsqueRoR !ÆR loR. 
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PROBLEMES RESOLUS 

ENSEMBLES, ELEMENTS ET SOUS-ENSEMBLES 

Le Soit À = {x : 3x = 6}. Peut-on écrire À = 2 ? 

Solution : 

A est l’ensemble composé de l’unique élément 2, c’est-à-dire À = {2}. Le nombre 2 appartient à 

À : il n’est pas égal à À. Il y a une différence fondamentale entre un élément p et l’ensemble {p} qui 

est un singleton. 

Déterminer lesquels des ensembles suivants sont égaux : @, {0}, {@}. 

Solution : 

Ils sont tous distincts. L'ensemble {0} contient un élément, le nombre zéro. L'ensemble g ne 

contient aucun élément : c’est l’ensemble vide. L'ensemble {ÿ} contient aussi un élément, l’ensemble 

vide. 

Déterminer parmi les ensembles suivants ceux qui sont égaux à l’ensemble vide : 

(WP X = {rx 49,274}, (ii) Y = (:x7%}, (ii) Z = {x :2+8-— 8}. 

Solution : 

(i) il n’existe pas de nombres vérifiant simultanément les équations x2 = 9et 2x = 4 ; donc X = ®. 

(äi) Nous supposons que tout objet est égal à lui-même, Y est donc vide. Certains auteurs définissent 

d’ailleurs l’ensemble vide par l'identité D = {x :x # x}. 

(ïii) Le nombre zéro est solution de l'équation x + 8 — 8 ; doncZ = {0}. Par conséquent Z # @. 

Démontrer que À = {2, 3, 4, 5} n’est pas un sous-ensemble de B = {x : x est pair}. 

Solution : 

Il est nécessaire de montrer qu’au moins un élément de À n’appartient pas à B. Puisque 3€ À et 

3€ B, À n’est pas un sous-ensemble de B. 

Démontrer l’assertion (iii) du théorème 1.1 : Si A C Bet BC Calors A © C. 

Solution : 

Nous devons montrer que tout élément de À appartient aussi à C. Soit x € À. L'inclusion À C B 

implique x € B. Mais B C C implique x € C. Nous avons donc montré que x € À entraîne x EC, 

c’est-à-dire À C C. 

Démontrer que si À est un sous-ensemble de l’ensemble vide Q, alors À = ©. 

Solution : 

L'ensemble vide @ est une partie de tout ensemble ; en particulier ® € A. Mais, par hypothèse, 

A € @ ; la définition 1.1 permet donc de conclure que À = ®. 

Déterminer l’ensemble ? (S) des parties de l’ensemble S = {1, 2, 3}. 

Solution : 

Les parties de S sont {1, 2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1}, {2}, {3} et l’ensemble vide @. Donc 

P(S) = {S, {1,3}, {2,3}, {1,2}, {1}, {2}, {3}, 0} 

Remarquons qu’il y a 2 = 8 parties de S, 
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Déterminer l’ensemble P(S) des parties de l’ensemble S = {3; {1, 4}}. 

Solution : 

Remarquons d’abord que S est un ensemble à deux éléments, 3 et l’ensemble {1, 4}. Donc P(S) 

contient 22 = 4 éléments : S lui-même, l’ensemble vide ®, le singleton {3} contenant 3 et le singleton 
{{1, 4}} contenant l’ensemble {1, 4}. Autrement dit, 

P(S) = {S, {3}, {{1,4}}, D} 

OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES 

10. 

11. 

12. 

13. 

Soient U = {1,2,...,8,9}, À = {1, 2, 8, 4}, B = {2, 4, 6, 8} et C = {3, 4, 5, 6}. 
Déterminer : (i) A°, (üi) (A N C}°, (üi) B — C, (iv) (A U BY. 

Solution : 

(i) A° est formé de l’ensemble des éléments de U n’appartenant pas à À ; donc A = {5, 6, 7, 8,9}. 

(ä) À N Cest formé des éléments appartenant à la fois à À et à C ; donc 

ANC = {3,4} et (AnC}: = {1,2,5,6,7,8,9} 

(iii) B \ C'est formé des éléments de B n’appartenant pas à C ; donc B -— C = {2, 8}. 

(iv) À UB est formé de l’ensemble des éléments qui appartiennent à À ou à B (ou aux deux à la fois) ; 

donc 
AUBIN 2737476 8)0et (AUB): = {5,7,9} 

Montrer que (A \B) N B = Q. 

Solution : 

ANPB)nbe= TETE BTE ANNE} 

— {ro rxePB, re AN CBI A0 

puisqu'il n’existe pas d’élément x vérifiant à la fois x € B et x € B. 

Démontrer la loi de de Morgan : (AUB)° = A°nB«. 

Solution : (AUBY = {x:xÆAUB} 

— {x:xéA,xéeB} 

= ire AC re PEN ACAIRE 

Montrer que BXA = Bn Ac. 

Solution : BNAGE= LT RER, CAM ANRE ME DATE ACER BnA° 

Démontrer la loi de distributivité de l’intersection par rapport à la réunion : 

AN(BUC) = (ANB)U(ANC). 

{x : «EE À; x E BUC} 

{x:«E A; xEBouxEecC} 

{x: x EA,xEB;ou x E A, xEC} 

= {x:xE ANnB oux E AnC} 

= (ANB)U(ANC) 

Solution : An(BUC) 

On observera que la troisième égalité ci-dessus est obtenue en utilisant la loi analogue de logique : 

pPA(Vr) = (pag V(pAr) 

où v se lit “ou” et A se lit “et”’. 
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Démontrer que, quels que soient les ensembles À et B, ANBCAC A UB. 

Solution : 

Soit xEANB ; alors x E À et x € B. En particulier, x € A. Par conséquent, 4 NB C 4. Si 

x € À, alors x € À ou x E B, c’est-àdire x € À U B. Il en résulte que 4 C À U B. Autrement dit, 

nous avons A NBCACAUB. 

Démontrer l’assertion (i) du théorème 1.3 : À C B si et seulement si À NB = A. 

Solution : 

Supposons que 4 C B. Soit x € À ; alors l’hypothèse implique x E B. DoncxE AetxEB, 

c’est-à-dire x € À N B. Par conséquent, À € À N B. Maïs, d’après le problème précédent, À NBCA. 

Donc 4 N B= A. 

Réciproquement, supposons que À N B = A. Nous avons donc, en particulier, A C À N B. Mais, 

d’après le problème précédent, À N B C B. Le théorème 1.1 permet alors de conclure que À C B. 

ENSEMBLES PRODUITS, RELATIONS, COMPOSITION DES RELATIONS 

16. 

1E 

18. 

ñ &) “ ft 

Soient À = {a, b}, B = {2, 3} et C = {3, 4). Déterminer les ensembles suivants : 

(D A'X(B U C),_(ü) (4 x B) U-(A x C). 

Solution : + 

(i) Calculons d’abord B U C = {2, 3, 4}. On obtient alors 

, AX(BUC) =  {(a,2), (a, 3), (a, 4), (b,2), (b,3), (b,4)} 

(ii) Déterminons d’abord À x B et À x CE 

AXB = {(a,2),(a,3),(b,2),(b,3)}, AXC = {(a,3),(a,4), (b, 3), (b,4)} 

Calculons ensuite la réunion de ces deux ensembles : 

(A XB)U(AXC) =  {(a,2), (a,3), (b,2), (b, 3), (a, 4), (b,4)} 

On observera que À X (BUC) = (A X B)U(A X C). 

Démontrer que Ax(BNC) = (A xXB)n(A x C). 

Solution : AX(BNC) = {(x,y):2€EA,yEBNnC} 

PT IN me A, 1e PBUIEICr 

= {(x,y): &,YEAXB, (&,y)EAXC} 

= (AXB)n(AXC) 

Soit R la relation < de l’ensemble À = {1, 2, 3, 4} 

dans l’ensemble B = {1, 3, 5}, c’est-à-dire, (a, b)ER 

ssi a < b. 

(i) Ecrire RÀ sous la forme d’un ensemble de couples. 

(ii) Représenter R sur un diagramme cartésien de 

AXxB 

(iii) Déterminer le domaine de R, l’image de R et la 

relation R—!. 

(iv) DéterminerR°R", ,, = fu cit € 
& 1 Li à . Lee. 0684, Cho}: Fe 

; - ff 1 e < l 

Ee ù L 

& ©! 1 À u 5 à, 
MIA € 5 à. V4 Pr 

L2 à 3 tr" ? à 
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19. 

20. 
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Solution 

(i) R est composé de l’ensemble des couples (a, b)E À x B tels que a < b ; donc 

R En { , 8), (1, 5), (2, 3), (2, 5), (3, 5), (4, 5) } 

(ii) R est représenté sur le diagramme cartésien de À x B tracé ci-dessus. 

(ïii) Le domaine de R est formé de l’ensemble des premières coordonnées des couples appartenant à 

R ; par conséquent le domaine de R = {1, 2, 3, 4}. L'image de R est formé de l’ensemble des 

secondes coordonnées des couples appartenant à R ; par conséquent l’image de R = {3, 5}. Re 

s’obtient en intervertissant les coordonnées des couples appartenant à R ; donc 

RT1 =  {(8,1), (5,1), (3,2), (5,2), (5,38), (5,4) } 

(iv) Pour obtenir R o R°!, construisons les diagrammes de R°! et de R représentés ci-dessous. Obser- 

vons que Ris le second facteur du produit Ro Ra se construit le premier. On obtient alors 

Soit T la relation définie dans l’ensemble R des nombres réels par x T y s’il existe un 
entier n tel que l’on ait simultanément x E[n, n + 1]et y € [n, n + 1]. Tracer le graphe 
de la relation T. 

Solution : 

T se compose de l’ensemble des carrés ombrés représentés ci-dessous. 

Soit T la relation définie dans l’ensemble R des nombres réels par x Ty ssi 0 < x — Vel. 

(i) Donner l’expression de T et de T-! considérés comme des sous-ensemble R x R 
et tracer leurs graphes. 

(ii) Montrer que To T1 = {(x,2): [x —2| < 1}. 

Solution : 

() T.= {{x,y): «y ER, 0<=x-y<1} 

TI = {x y): (Wa ET} = {GR Y); TUER 0<y-:<A) 

Représentations graphiques des relations T et T1 : 
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Graphe de T Graphe de Fe 

G) La composée des deux relations s’écrit par définition, 

ToT-1 {(x,2): IYER t.q. (,Y)E T-1, (y, ET} 

{(x,2): I ER t.q. (,x), Y,2 ET} 

S ({(t0: ER a 0<y-z<I, 0<y—-2z<1} 

Posons S = {{x,z):|x—z|<1}et montrons que ToT = 

Soit (x, z) un élément de To T_ Alors 37 t.q.0 <y — x, y —-z <1.0r 

on redire = 

K£w D OYy—rz<l+y—-x 
+ D x—z<i 

et <y—x, y—z<1 > y—-x<lil 

Du U=ME LPS Z 

D —1=<2—Z 

Autrement dit FE y—z<1i D —-1<zx-z<lcestadire frx—2| <1 

Par conséquent, (x,2)ES, ie. ToT-1CS. 

Supposons maintenant que (x, z) appartienne à S ; c’est-à-dire Ix —z|<1 

Posons y = max (x, 2) ; alors 0 < y — x < 1 et 0 <y —-z <]1. 

Par suite, le couple (x, z) appartient aussi à To T_1, c’est-àdire SCTo T1, Finalement, 

21. Soient RCXxXYet SC Y x Z deux relations quelconques. Démontrer que (S o RyE= 

Ras Tr 

{ (z,x) : (4,2 ES°cR} 

{({,x): Ay EY 14. (x,y) ER, (y,2 ES} 

(za) 1 ET td. 4,7) ES TL (y, E RT1} 

= R-1oS-1 

Solution : (So Re 

DL Soient RCWxX SCXxYet TCYxZ trois relations quelconques. Démontrer 

que (ToS)oR=To (So R). 

{(w,2): I EX t.q. (w,2)ER, (x, ETS} 

{(w,2): EX, IE Y t4q. (w,r) ER, Gy ES, (y,2) ET} 

{(w,2): IE Y t.q. w,yES0R, (y, ET} 

_ To(SoR) 

Solution: (ToS)eR 

Il 

RELATIONS REFLEXIVES, SYMETRIQUES, TRANSITIVES ET D’EQUIVALENCE 

23. Soient R une relation dans À, c’est-à-dire R C À x A. Démontrer les propositions 

suivantes : 
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24. 

25. 
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(i) R est réflexive ssi À, C R. 

(ii) À est symétrique ssi R = R°'!. 

(ïüi) R est transitive ssi R o R CR. 

(iv) Si R est réflexive, alors RoR D Ret Ro R est réflexive. 

(v) Si R est symétrique, alors RoR !=R 1 ,R, 

(vi) Si R est transitive, alors R o R est transitive. 

Solution : 

G) Rappelons la définition de la diagonale : À, = {(a, a) : a € A}. Cela étant, R est réflexive ssi, pour 
touta€ À, (a, a)ER ; c’est-àdire ssi À, CR. 

(üi) Cette proposition est une conséquence immédiate des définitions de R°! et de la symétrie d’une 

relation. 

(iii) Soit (a, c)ERoR ;alors bEA tel que(a, b)ER et (b. c) ER. Par transitivité (a, b),(b, c)ER 
entraîne (a, c)E R. Par conséquent, RoRCR. 

Réciproquement, supposons RoRCR. Si (a, b), (b, c)ER, alors (a, c)ER°oRCR. 
Autrement dit, R est transitive. 

(iv) Soit R réflexive et (a, b)ER. Le couple (b, b)ER. Puisque Ro R = {&,c): 1bEAt.. 
(a, b)ER, (b, c)ER},ilest clair que(a, b)ERoR, c’estàdire,R CRoR. 

En outre, A, CR©€ Ro R implique la réflexivité de R o R. 

{{a,c): 1bE ÀA't:q. (a, b)E R:I, (b,c) ER} 

{(a,c): 1bdE À t.q. (a, b)E R, (b,c)E R=!} 

= RatoR 

(v) RoR-1 

(vi) Soit (a, b), (b, c)ERo R. Par (iii), RoRCR ;donc(a,b)},(b,c)ER. Parsuite (a, c)ERoR, 
c’est-à-dire R o R est transitive. 

Déterminer si la relation R = {(1, 1), (2, 3), (3, 2)} définie dans X = {1, 2, 3} est (i) 
réflexive, (ii) symétrique, (üi) transitive. 

Solution : 

(i) R n’est pas réflexive puisque 2€ Xet(2,2)€R. 

(ü) R est symétrique puisque R L=R. 

(äii) R n’est pas transitive ; en effet (3, 2)E R,(2,3)E R mais (3,3)ŒR. 

Considérons l’ensemble N x N, c’est-à-dire l’ensemble des couples de nombres entiers 
positifs. Soit R la relation, notée æ = et définie dans N x N par 

(a; b) = (cd) ssi ad ="bc 

Démontrer que R est une relation d’équivalence. 

Solution : 

Remarquons que pour tout (a, b)E N x N, (a, b) = (a, b) puisque ab = ba ; donc R est réflexive. 

Supposons (a, b)=(c, d). Alors ad = bc, ce qui implique cb = da. Donc (c, d) æ (a, b) et par 
conséquent R est symétrique. 

Supposons maintenant que (a, b) = (c, d) et {c, d) = (e, f). Alors ad = bc et cf = de. Nous 
obtenons donc 

(ad)(cf) — (bc)(de) 

et après simplification des deux membres, af = be. Par conséquent (a, b) = (e, f) et R est transitive. 
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Puisque R est réflexive, sy métrique et transitive, R est une relation d’équivalence. 

a 
On observera, en écrivant le couple ordonné (a, b) sous la forme d’une fraction —, que la relation 

a C 

R est en fait la définition usuelle de l’égalité de deux fractions Ce = > ssi ad = bc. 

Démontrer le théorème 1.4 : Soient À un ensemble muni d’une relation d’équivalence 

R et [a] la classe d'équivalence de l’élément a € À. Alors : 

(i) Pourtouta€ A,a€[al. 

(ii) [a] = [b] si et seulement si (a, b)E R. 

Kii) Si [a] < [b], alors les ensembles [a] et [b] sont disjoints. 

Solution : 

Démonstration de (i). Puisque R est réflexive, pour tout a € À, (a, a)ER et donca €fa]. 

Démonstration de (ïi). Supposons (a, b}E R. Nous voulons montrer que [a] = [b]. Soit x E[b]; 

alors (b, x)ER. Par hypothèse, (a, b)ER ; la transitivité de R implique donc (a, x)}€ R. Par consé- 

quent. x E[a], c’est-à-dire [b] C [a]. Pour démontrer que [a] C [b],remarquons que (a, b)E R entraîne 

(b, a)ER, puisque la relation R est symétrique. Un raisonnement semblable au précédent nous permet 

donc d’écrire [a] € [b]. Finalement [a]= [b.]. 

Réciproquement, si [a] = [b], la réflexivité de R implique b E [b] = [b], c’est-àdire (a, b)ER. 

Démonstration de (üi). Démontrons, ce qui est équivalent, la proposition contraposée, c’est-à-dire 

si [e] N [b] À ©, alors [a] = [b]. Si [a] N [b] À Q, il existe un élément x € 4 tel que x € [a] N [b]. 

par suite (a, b)E R-et (b, x)ER. Puisque R est symétrique, (x, b)E R et puisque R est transitive 

(a, b)ER. L’assertion (ii) permet alors de conclure que [a] = [b]. 

PROBLEMES SUPPLEMENT AIRES 

ENSEMBLES, ELEMENTS ET SOUS-ENSEMBLES 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

Déterminer parmi les ensembles suivants ceux qui sont égaux à l’ensemble vide : 

(DR T MEr2 TER) (ie {rx E 0} 

ADO T Lx <2, rEN} (iv) {x:2<zx,x ER} 

Sont A—{l,2,...,8,9}, B= {2,4,6,8}, C =1{1,3,5,7, 9}, D = {3,4,5}etE = {3,5}. Parmi 

ces ensembles, lesquels sont égaux à X si nous est donnée l'information suivante ? 

(6) X et B sont disjoints, (ü) X CDetX É B,(üi)X CAetXCC,(iv)XGCetX A. 

Décider si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. 

(i) Tout sous-ensemble d’un ensemble fini est fini. 

(ii) Tout sous-ensemble d’un ensemble infini est infini. 

Déterminer toutes les relations d’inclusion et d’appartenance possibles entre les trois ensembles 

suivants : G, {Q}, {Q, {}}. 

Démontrer que l'intervalle fermé [a, b] n’est pas un sous-ensemble de l'intervalle ouvert (a, b). 

Trouver l’ensemble des parties P(U) de U = {0,1,2} et l’ensemble des parties P(V) de V = {0, {1,2}}. 

Soient S un ensemble non vide arbitraire et 2S l’ensemble des parties de S. Décider si les assertions 

suivantes sont vraies ou fausses. 

(i) SE 2$ (ii) Sc2S (ii) £S} € 28 (iv) {S}c28 
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OPERATIONS SUR LES ENSEMBLES 

34. Soient À = {1, 2,3, {1,2,3}}, B —{1,2,{1,2}}. Déterminer les ensembles : AUB, AMNB, 
A =B,B —A. 

35. Sur chacun des diagrammes de Venn ci-dessous tracer en grisé : 

D 
(b) : 

36. Montrer à l’aide de diagrammes de Venn et démontrer que Ac Bc = BXA. 

37. (i) Démontrer que AN(BXC) = (ANnB) X(ANC). 

(ii) A l’aide d’un contre-exemple montrer que, en général AU(B CC) Æ (AUB) X(AUC). 

38. Démontrer que 24 nN2B = 24NB; 24 U 2B C 2AUB,Donner un exemple ou l’ona 24U2B  ZAUB, 

39. Démontrer le théorème 1.3 : Chacune des conditions suivantes est équivalente à A CB: 

(Observation. Dans le problème 15, on a déjà montré l’équivalence de l'égalité À N B = À et de 

l'inclusion À C B.) ï : 

() AnB = À, (ii) AUB = B, (ii) BecAc, (iv) AnBe=@, (v) BUAc=U 
40. Démontrer que À C Bssi(BNC)UA =BN(CU A) pour tout ensemble C. 

ENSEMBLES PRODUITS, RELATIONS, COMPOSITION DES RELATIONS 

41. Démontrer que A X (BUC) = (A X B)U(A X C). 

42. Utiliser la définition d’un couple c’est-à-dire (a, b) = {{a}, {a, b}} pour prouver que (a, b) = (c, d) 
ssia = cet b = d. 

43. Soient m et n deux entiers positifs, calculer le nombre de relations distinctes d’un ensemble à m 
éléments dans un ensemble à n éléments. 4 

44. Soit À la relation dans l’ensemble N des entiers positifs définie par 

Re-= KM ERUVEN rs E2y— 12} 

(i) Ecrire R sous la forme d’un ensemble de couples, (üi) Trouver le domaine de R, l’image de R et 
R°*.(iü) Déterminer R o R. (iv) Déterminer R_! 0 R. 

45. On considère la relation R = {(4, 5), (1, 4), (4, 6), (7, 6), (3, 7)} définie dans N. 

(1) Rouet le domaine de R, l’imäge de R et la relation R Le (üi) Déterminer. Re R .(iü} Déterminer 
Ra to"R: 

46. Soient U et V les relations dans R définies par U = {{x, y) : x? + 2y = 5} et V = {(x, y) : 2x — 
y = 3}. (i) Déterminer V © U. (ii) Déterminer Uo Y. 

47. On considère les relations < et < définies dans R. Démontrer que < U A=< où À désigne la diagonale. 
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RELATIONS D’EQUIVALENCE 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

21. 

31. 

32. 

33. 

34. 

On suppose que R et S sont des relations (non vides) dans un ensemble À. Décider si les assertions sui- 

vantes sont vraies ou fausses. 

(1) SiR est symétrique, alors R°! est symétrique. 

(2) Si R est réflexive, alors R NM R-1 Æ Q. 

(3) SiR est symétrique, alors R N R 1 # Q. 

(4) SiR et S sont transitives, alors R U S$ est transitive. 

(5) SiR et S sont transitives, alors R N S est transitive. 

(6) SiR et S sont symétriques, alors R U S est symétrique. 

(7) SiR et S sont symétriques, alors R N S est symétrique. 

(8) SiR et S sont réflexives, alors R N S est réflexive. 

On considère l’ensemble N x N des couples d’entiers positifs. Soit = la relation dans N x N définie par 

(a,b) = ({c,d) ssi a+d=b+ce 

(i) Démontrer que = est une relation d'équivalence. (ü) Trouver la classe d’équivalence ES) de 

CPS 

Soit — la relation dans R définie par x — y ssi x — y est un entier. Démontrer que + est une relation 

d’équivalence. 

Soit — la relation définie dans le plan cartésien R? par(x, y) — (w,z)ssix = w.Démontrer que — est 

une relation d'équivalence et représenter graphiquement plusieurs classes d’équivalence. 

4 

On se donne deux nombres réels quelconques a et b. Soit — la relation définie dans R2 par 

{x,y) — (w,2) t.q. 3kEZ st. x —w = ka, y —-2 = kb 

Démontrer que — est une relation d’équivalence et représenter graphiquement plusieurs classes d’équi- 

valence. 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

Les ensembles définis en (ü) et en (iii) sont vides. 

a E[a,b] mais a & (a,b). 

P(V) = {V, {0}, {{1,2}}, D} 

( T, (Gi F, (üi) F, (VTT 

AUB = {1,2,8, {1,2}, {1,2,3}}, ANB = {1,2}, AXB = {8,{1,2,8}}, BXA = {1,2}. 

Lx x 
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37. 

38. 

43. 

44. 

45. 

46. 

48. 

49. 

51. 

#2. 
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()C=9, A=B#0 

Exemple : À = {1}, B = {2}. 

9mn 

(Gi) R = {(10,1), (8,2), (6,3), (4, 4), (2,5)} 

(ii) domaine de R = {10,8,6,4,2}, image de R — {1,2,3,4,5}, 

R-1 = {(1,10), (2, 8), (8,6), (4,4), (5,2) } 

(ii) RoR = {(8,5),(4,4)} 

(iv) R-10R = {(10,10), (8,8), (6,6), (4,4), (2,2) } 

(i) domaine deR = {4,1,7,3}, image de R — {5,4,6,7}, R-1 = {(5,4), (4,1), (6,4), (6,7), (7, 3) } 

(ii) ÆRoR = {(1,5), (1,6), (3,6)} 

(ii) R-1oR = {(4,4), (1,1), (4,7), (7,4), (7,7), (8,3) } 

VoU = {(x,y): a2+y=2}, UoV = {(x,y): 4x2—12x +2y+4=0} 

AJ GNT GET, AYE, (6) T7 (6) TUE (GT 

(ii) [2,571] = {(1,4), (2,5), (8,6), (4,7), ..., (n, n +3), ...} 

y 

Les classes d'équivalence sont les droites verticales. 

Le graphique ci-dessus représente une classe d’équivalence. La distance entre deux points adjacents de 

même ordonnée est a et la distance entre deux points adjacents de même abscisse est b. 



CHAPITRE 2 

Applications 

APPLICATIONS 

Supposons qu’à tout élément d’un ensemble À soit associé un élément unique d’un ensemble 
B ; l’ensemble, f, de ces correspondances s’appelle une application de À dans B (ou une fonction 

définie sur À à valeurs dans B) et s’écrit 

f:A—B ou AB 

L’unique élément de B associé à a € À par l’application f se note f (a), et s’appelle l’image de a 

par f ou encore la valeur de f en a. L’ensemble de départ (ou source) de f est À, et l’ensemble 

d'arrivée (ou but) est B. A toute application f : À > B correspond la relation définie dans 

l’ensemble À x B donnée par : 

{{@,f({a):a € A} 

Cet ensemble s’appelle le graphe de f. L'image de f, notée f [A], est l’ensemble des images, c’est- 

a-dire f[A] = {f(a) : a € A}. 

Deux applications f : A > B et g: A > B sont dites égales, ce qui s'écrit f — g, ssi, 

f(a) = g(a) pour tout a € À, c’est-à-dire si elles ont le même graphe. En conséquence, nous ne 

ferons pas de distinction entre une application et son graphe. Un sous-ensemble fdeAxB, 

c’est-à-dire une relation de À dans B, est une application ssi il possède la propriété suivante : 

[F] Tout élément a € À est la première coordonnée d’un couple et un seul (a, b) appartenant 

à f. 
La négation de f = g s'écrit f Æ g et équivaut à l’assertion : Ja € À tel que f(a) F g(a). 

Exemple 1.1: Soit f : R > R l'application qui fait correspondre à tout nombre réel son carré, c’est-à-dire 

pour tout xER, f(x) = x2. Ici f est une application à valeurs réelles. Son graphe, 

{(x, x2) : x E R}, est représenté sur la Fig. 2-1. L'image de f est l’ensemble des nombres 

réels non négatifs, c’est-à-dire f[R] = {x:xER, x > 0}. 

Fig. 2-1 Fig. 2-2 

Exemple 1.2: Soient À = {a, b,c, d} et B = {x, y, z, w}. La figure 2-2 définit une application f de À 

dans B. Ici f[A] = {x, y, w} et le graphe de l’application f est la relation 

{ (a, y}, (b, x), (c, y), (d, w)} 

Exemple 1.3: Une application f : À > B s'appelle une application constante s’il existe un élément 

bo € B tel que f(a) = bo pourtouta € A. Par conséquent l’image f [A ] d’une application 

constante est un singleton, c’est-à-dire f[A] = {bo}. 
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Considérons maintenant les deux applications f : À > B et g : B — C, représentées ci- 
dessous : 

(4) £ # (© 

L'application définie dans À à valeurs dans C qui, à l’élément a € À associe l’élément g( f(a)) de 
C est dite l’application composée ou le produit de f par g. Elle se note g ° f. Ainsi, par définition, 

(gof)(a) = g(f(a)) 
On notera que si l’on considère f € À x Bet g C B x C comme des relations, nous avons déjà 
défini un produit g : f (chapitre 1). Les deux produits g : fet ge f sont identiques. En effet si f 
et g sont des applications, alors g : f est une application etg-f = gof. 

Soit f : X > Y et À C X, la restriction de f à À, notée f | À, est l’application de À dans Y 
définie par 

f|A(a) = f(a) pour tout a € À 

Ceci équivaut à f| A = f N (A x Ÿ). Inversement, si f : X > YŸ est la restriction d’une application 
g: X* > Y où X C X*, l’application g s’appelle une extension de f. 

INJECTION, SURJECTION, APPLICATION RECIPROQUE ET APPLICATION IDENTIQUE 

On dit qu’une application f : À > B est injective si deux éléments distincts de À ont des 
images distinctes, c’est-à-dire si 

f(a)=f(a) > a= 
l On dit qu’une application f : À > B est surjective si tout b € B est l’image d’un élément 
| a € À, c’est-à-dire si 

bEB > AE À telque  f(a) =b 

Par conséquent si une application f est surjective, f[A] = B. 

1 En général, la relation réciproque f-! d’une application f € À x B ne sera pas une appli- 
cation. Cependant, si f est à la fois injective et surjective, f—! est une application de B dans À 
qui s’appelle l’application réciproque (ou inverse) de f. Dans ce cas on dit que f est une bijection 
de À sur B ou que f est une application biunivoque. 

La diagonale A, € À x À est une application, appelée l’application identique sur A. Elle 
se note aussi 1, ou 1. Donc 1, (a) = a pour tout a € À. Il est clair que si f : À > B, alors 

loft el, 
En outre, si f est une bijection et si f! est la bijection réciproque, on a 

flof=1, et fofst 
La réciproque est aussi vraie : 

Proposition 2.1 : Soient f : A > Bet g : B > A deux applications telles que 

gof=1, et fog=1, 

Alors l’application réciproque f-! : B — A existe et g = f !. 

Exemple 2.1: Soientf:RR,g:R—Reth:R—R trois applications définies par 

f(a)= et, ge) = ax et Rx) = "72 

L’application f représentée sur la Fig. 2-3(a) est injective : géométriquement, cela signifie 
que toute droite horizontale contient un point de f au plus. L'application g représentée 
sur la Fig. 2-3(b) est surjective ; géométriquement, cela signifie que toute droite horizon- 
tale contient au moins un point de g. L'application h représentée sur la Fig. 2-3(c) n’est 
ni injective ni surjective ; en effet h(2) = h(—2) = 4 et A[R]est un sous-ensemble de R 
distinct de R, par exemple — 16€ h[R|]. 
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(a) f(x) = et (b) gfx) = 2 —x (c) h(x) = zx? 

Fig. 2-3 

FAMILLE INDEXEE, PRODUIT D’UNE FAMILLE D’ENSEMBLES 

Une famille indexée par I, associe un ensemble À, à tout i€ I, c’est-à-dire définit une | 

application de J dans une famille d’ensembles. On note une telle famille 

{A;:i€l}, {Ajhiey ousimplement {A;} 

L'ensemble I s’appelle l’ensemble d'indices de la famille ; on dit que les ensembles A; sont 

indexés et qu’un élément i€ I est un indice, Lorsque l’ensemble d’indices 1 est l’ensemble des | 

entiers positifs, la famille d’ensembles {A;, A,,...} s’appelle une suite (d’ensembles). 

Exemple 3.1: Pour tout n € N, ensemble des entiers positifs, posons 

D, = {x :xEN, x est un multiple de n} 

RD 2 sn Do— 410. Di =19);09, 0. 

Le produit cartésien d’une famille indexée C4 = {A; :iE I}, que l’on note : 

[II{A::iel} ou [Te,4: ou simplement TT, A; 

est constitué par l’ensemble de toutes les applications p : I — L,A; telles que pour tout iE Ion 
» 

ait p(i) = a; € À;. Nous noterons un tel élément du produit par p = (a; :i€ 1). Pour tout 

i) EL, ilexiste une fonction %;, appelée la i,-ième projection, de l’ensemble produit II. A: sur 

l’ensemble facteur Aÿ (d'indice i,) ; elle est définie par 

Ti ( (Gi + A D) — di, 

Exemple 3.2 : On sait que R=RxR x R est formé de l’ensemble des triplets p = (ay, 42, a3) de 

nombres réels. Désignons maintenant par R1, R et R3 trois exemplaires de R. Nous 

pouvons alors considérer p comme une fonction définie sur Z = {1, 2, 3} en posant 

p(1) = a E R1, PO) = a € R et p(3) = 43 € R;3. Autrement dit 

RS = Il{R:ieI,R,=R) 

GENERALISATION DES NOTIONS DE REUNION ET D’INTERSECTION 

Les notions de réunion et d’intersection que nous avons définies pour deux ensembles 

peuvent être généralisées dans le cas d’une famille 4 arbitraire de sous-ensembles d’un ensemble 

universel U. La réunion des ensembles de c4, notée U{4 : À € cA}, est l’ensemble des éléments 

appartenant à l’un au moins des ensembles de e4: 

ULA'AEcA; :— {x:a eU, 34 € td. x E À} 

L'intersection des ensembles de 4, notée M{A : À € A}, est l’ensemble des éléments apparte- 

nant à tous les ensembles de cA : 

MA:AEA} = (x:+x EU, x E À pour tout À € cA} 
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Lorsqu'une famille 4 = {A;:1€1}, de sous-ensembles de U admet 7 comme ensemble 
d'indices, nous noterons respectivement la réunion et l’intersection des ensembles de c4, par 

U{A::iel}, U;erA: ou Ui Ai 

M{A::iel}, MN,adi ou Nid: 

Dans le cas d’une suite {A,, À,,... } de sous-ensembles de U, la réunion et l'intersection 
s’écriront respectivement 

U2:1 À: = A;UAoU::- et Ni: À: EE AU AzeU::: 

Exemple 4.1: Pour tout n € N, l’ensemble des entiers positifs, soit D, = {x : x € N, x est un multiple 

de n} (cf. exemple 3.1). Alors 

U{D;:i=10} = {10,11,12,...} et He DIRE O 

Exemple 4.2: Soit Z = [0, 1]et, pour tout i € I posons À; = [0, i]. Alors 

Ù; À; — [0, 1] et N; À; — {0} 

Ces opérations généralisées vérifient aussi certaines propriétés de distributivité et les lois 
de De Morgan rencontrées au chapitre 1. 

Théorème 2.2 : Pour toute famille d’ensembles c4 = {A;} et tout sous-ensemble B,. 

(Gi) BU(N:Aÿ = N(BUA) (ii) BN(UiAi) = Ui(BNA)) 

Théorème 2.3 : Soit c4 = {A;} une famille arbitraire de sous-ensembles de U. Alors : 

(i) (U: Ai) = Ni Ai (ii) (Ni: 4)° = U: Ai 

Le théorème suivant sera utilisé fréquemment. 

Théorème 2.4 : Soit À un ensemble quelconque et, pour tout p € À, soit G, un sous-ensemble 
de À telquep € G, € À. Alors À = U {G, :p € A}. 

Remarque : Dans le cas d’une famille vide de sous-ensembles d’un ensemble universel U, il est 
commode de défini 

U{A:AE€EO) 

Par conséquent U{A::1E @} 

D et M{A:4€9) = U 9 

D et MA:ieG) =U. | 

FONCTIONS D’ENSEMBLES ASSOCIEES A UNE APPLICATION 

Soit f : À > Y. Alors l’image f[A] d’un sous-ensemble quelconque À de X est l’ensemble 
des images des points de À et l’image réciproque f-1[B] d’un sous-ensemble quelconque B de Y 
est l’ensemble des points de X dont l’image appartient à B. On a donc : 

flA] = {f&):zEeA} et  f-'[B] = {x:7€X, f(x) EB) 

Exemple 5.1: Considérons l'application f : R + R qui est définie par f(x) = x?. Alors 

f[{,8,4,7}] = {1,9,16,49}, f[(,2)] = (1,4) 

Et fe [{4, 9}] = 8; 2; 2, 3}, Er: [A 4)] a (1, 2) U (—2, il) 
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Ainsi à une application f : À > Ÿ est associée une application, que nous noterons aussi f, 
de P (X) l’ensemble des parties de X dans © (Y) l’ensemble des parties de Y, et une application 
f-! de P(Y) dans P (X). Ces applications associées s’appellent des fonctions d’'ensembles car 
elles appliquent des familles d’ensembles dans des familles d’ensembles. 

Notons que la fonction d’ensembles f_! n’est pas en général l’application réciproque de 
l'application f elle-même considérée comme fonction d’ensembles. Par exemple, si f est l’appli- 
cation de l’exemple 5.1,ona 

f tof[(1,2)] = f 1[(,4] = (12)U(—-2,-1) 

On observera que des crochets au lieu de parenthèses sont utilisés afin de distinguer une appli- 
cation et sa fonction d’ensemble associée, c’est-à-dire f (a) représente une valeur de la fonction 
initialement donnée, alors que f[A ] et f-![B] représentent les images des fonctions d’ensembles 
associées à f. 

Ces fonctions d’ensembles associées possèdent diverses propriétés. Mentionnons en parti- 
culier : 

Théorème 2.5 : Soit f : X > Y. Alors, quels que soient les sous-ensembles À et B de X, 

(i) fIAUB] = f[A]U/[B] Güii) [AB] f[4] \S[B] 

( fAnB]cf[A]nf[B] (iv) A CBimplique [A] C f[B] 

et plus généralement, pour toute famille indexée {4;} de sous-ensembles de X, 

(1) HAE Ail AU; f[Ai] (ii”) f[ Ni Ail CAR: f[Ail 

Les exemples qui suivent montrent que les inclusions (ii) et (iii) ne peuvent pas en général, 

être remplacées par des égalités. 

Exemple 5.2 : Considérons les sous-ensembles 

A = [1,2] x [1,2] (any B = [1,2] x [3,4] 

du plan R? et la projection 7 : R?— R sur la première 

coordonnée, c’est-à-dire sur l’axe des x. Observons que 

n[4A]=r{[8]=1[1,2], et que ANB—Q implique 

ñ [A NB] = @. Par conséquent 

r[A]N 7[B] = [1,2] # 7[ANB] = © 

En outre, À — B = À et donc 

r[A XB]=1{1,2} # © = 7[A] Xr{B] 

Par contre, l’application réciproque f_! est plus ‘“‘sympathique” car l'égalité a lieu dans les f 

deux cas. En effet, | 

Théorème 2.6 : Soit f : X > Ÿ. Alors quels que soient les sous-ensembles À et B de Le 

DR AU BI E TALUE TB] 
(ne SAAB ET A IATN SSI] 
(MAN BRS FA TA] Xe tB] 
(iv) ACBimpliquef-![A|Cÿf '[B] 

et plus généralement, pour toute famille indexée A; de sous-ensembles de Y. 

(7) f'[Ui A] = Vif [Ai 
ES PTE Ai] = Nif [Ai] 

Puisque f”! [Y] = X, nous obtenons comme cas particulier de (iii) le 
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Corollaire 2.7 : Soient f : X > Yet A C Y. Alorsf ! [A‘] = (f ![A]JY. 

Enfin, il existe entre les deux fonctions d’ensembles f et f_! la relation suivante : 

Théorème 2.8 : Soient f : X > Y, AC Xet B C Y. Alors 

(ia Aie fr Lo AI (ii): Be. :18] 

Comme nous l’avons vu précédemment, l'inclusion (i) ne peut pas en général être remplacée 
par une égalité. 

ALGEBRE DES APPLICATIONS A VALEURS REELLES 

Désignons par F(X,R) la famille de toutes les applications à valeurs réelles définies sur 
un ensemble X. Certaines opérations peuvent être définies sur F(X,R) à partir d'opérations 
correspondantes définies sur R. Plus précisément, si f:X—R,g:XRetkER, définissons : 

(f+9):À>R par (f+g)(x) = f(x) + 9(x) I 

(GP): À>R par (k-f}(x) = K(f(x)) 
(D:X>R par (f(x) = [f(x) 
(9):ÀR par  (fg)(x) = f(x) g(x) 

Il est commode d'identifier un nombre réel k € R avec l’application constante f (x) = k pour 
tout x € R. Avec cette convention (f + k) : X — R désigne l’application 

(F+k)(x) = f(x) +k 
On notera que (fg) : X > R ne désigne pas la composition des applications f et g que nous 
avons définie précédemment. 

Exemple 6.1 : Considérons les applications 

f = {(a,1),(b,3)} et g = {(a,2), (b, —1)} 

dont l’ensemble de départ est X = {a, b}. Alors 

(8f—2g)(a) = 8f(a) — 2g(a) = 3(1) — 22) = — 
(8f—29)(b) = 3f(b) — 2g(b) — 3(8) — 2(—1) = 

c’est-à-dire 3f = 2g = {(a, +) (b, 11) } 

D'une manière analogue, puisque 

nous obtenons :|gl(x) = |g(x)| et  (g+3)(x) = g(x) + 3, 

lg| = {(a,2), (b,1)} et g+3 — {(a,56),(b,2)} { 

L'ensemble F(X,R) muni des lois de composition précédentes possède diverses propriétés 
dont certaines sont contenues dans le théorème qui suit. 

Théorème 2.9 : La famille F(X,R) de toutes les applications à valeurs réelles, définies sur un 
ensemble X, non vide, et munie des opérations mentionnées ci-dessus vérifie 
les axiomes d'espace vectoriel (réel) : 

[V, ] L’addition des applications f et g vérifie : 

() Ff+g)+h = f+(9+h) 
(2) f+g = g+f 
(3) 40€ F(X,R), ie. 0:XR, telque f+0=f. 
(4) te Le F(X,R), 1—-fE F(X,R), ie. -f:X>R, tel que 

+(-f) = 0. 
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_ [V,] L'opération de multiplication par un scalaire k * f d’une application f par 
un nombre réel k vérifie : 

(1) Æ-(k-N) = (kb). 
(2) 1°:f=/f 

[V,] Les opération d’addition et de multiplications par un scalaire vérifient : 

(1) &:(+9) = k‘f+k:g 
@ho(k+k):f = k°f + k'°f 

Exemple 6.2 :Soit X = {1, 2, . . . , m}. Toute application f € F(X,R) est un m-uple ordonné 

{f(1),...,/f(m)). En outre si 

fr= prirent et g.—= (b3...,0%) 

alors f+g = (a +0, do +bo, ..., Am + Om) 

et, pour tout &kEK, keof = (kay,...,kam) 

Dans cet exemple, l’espace vectoriel réel F(X,R) est un espace vectoriel de dimension 

m. 

Exemple 6.3  :Unefonction fE F(X,R) est dite bornée ssi 

JM € R telque [f(x)| < M pour tout xE X 

Désignons par B (X, R) la famille de toutes les fonctions bornées de X dans R. Il est clair 

que 8 (X, R) jouit des propriétés suivantes : 

(i) Si f,g € B(X,R), alors f +g € B(X,R). 

(ii) Si fEBR(X,R) et kER, alors k-f E B(X,R). 

Ainsi l’ensemble 8 (X, R) des fonctions bornées est un sous-espace vectoriel de F (X, R). 

PROBLEMES RESOLUS 

APPLICATIONS 

2 Dire si les diagrammes ci-dessous définissent ou non une application de l’ensemble 

A = {a, b, c} dans l’ensemble B = {x, y, 2}. 

(ii) (ïi) 

Solution : 

(i) Non. L'élément b € À n’a pas d'image. 

(ä) Non. Deux éléments, x et z, sont associés à c € À. 

(ii) Oui. 

2. Soit X = {1, 2, 8, 4}. Dire si chacune des relations suivantes est une application de X 

dans X. 5 + ; 

G) f = {423 (1,4,(2,1),(8,2,(4,4} ## Nm 
Hp te 1 4,2,41,1)) v" ol 
(iii) À = { (2, 1), (8, 4), (1,4), (2, 1), (4,4) } ow 

? À 
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Solution : 

Rappelons qu’un sous-ensemble f de X x X est une application f : X > X ssi tout x € X est la 

première coordonnée d’un et un seul couple de f. 

(i) Non. Deux couples (2, 3) et (2, 1) de f ont la même première coordonnée. 

(ü) Non. L'élément 2 € X n’est la première coordonnée d’aucun couple de g. 

(äi) Oui Quoique 2€ X soit la première coordonnée de deux couples de h, ces deux couples sont 

égaux. 

Considérons les applications 

{ (1,3), (2,5), (3,3), (4, 1), (5,2) } 

— { (1, 4), (2, dy; (3, 1), (4, 2), (5, 3) } 

f 

définies dans X = {1, 2, 8, 4, 5} et à valeurs dans X. rer 3\ 
2 : j 

(i) Déterminer les images de f et g. 200 2135, 2 f Gi DH 

(ii) Trouver les images des applications composées g o f et fo g. ( ce 

es io lusu) za 
(i) Rappelons que l’image d’une application est l’ensemble des images, c’est-à-dire l’ensemble des 

deuxièmes coordonnées. Donc 

Image de f = {3,5,1,2} et Image deg = {4, 1,2, 3}. 

(üi) Utilisons la définition de la composition des fonctions et calculons : 

(g ° f)() = g(f(1)) = g(8) = 1 (fo 9)(D) = f(g()) = f(4) = 1 

(g ° f)(2) = g(f(2)) = g(5) = 3 (f° g)(2) = f(g(2)) = FA) = 3 

(g ° f)(3) = g(F(8)) = g(3) = 1 (f° 9)G) = f(g(3)) = f(1) = 3 

(g ° f)(4) = g(f(4)) = g(1) = 4 (f° 9)(4) = f(g(4)) = f(2) = 5 

(g ° f)(5) = g(f(5)) = g(2) = 1 (F2 9)(5) = f(g(5)) = (8) =3 

Autrement dit gc°f { (1, 1), (2,3), (8, 1), (4, 4), (5,1)} 

{ (1,1), (2,3), (8,3), (4,5), (5,3) } Il fog 

On observera que fog Æ gof. 

Considérons les applications f : R — Ret g : R > R définies par les formules 

IN LU) = re 2 

Trouver les formules permettant ‘:  atte |: applications composées go f et f 0 £. 

SG) = 4 mel L 
Solution : a \ es (à Abe 3 

NE Calculons go f: R > R de la façon suivante : Qe 40e 

OP) = g((x)) = gx +1) = (2x+1)2 —2 = 4x2 + 4x — 1 

On observera que l’on obtient le même résultat en écrivant 

y = fa) = 2 DNA AU) RE 

puis en éliminant y entre ces deux équations : 

z = y2—-2 = (2x +1)2—2 = 4x? +4x—1 

On calculera d’une manière analogue fog:R-R: 

(Fog)(x) = f(g(x)) = f(x2—2) = 2x2—2) +1 = 2x2 —8 
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Démontrer que la  . des applications est une loi associative, c’est-à-dire si 

f:A->B, g:B->C albrsh:C-D, then (hog)of — ho(gof). 
er 

Ka 

Solution : 

Ce résultat est une conséquence immédiate de l’associativité de la composition des relations 

démontree au chapitre 1. Donnons une démonstration directe : 

((kog)of}(a) = (kog}(f(a) = h(g(f(a)), Va€ A 

(ko(gof)}(a) = h((gof}(a)) = A(g(f(a)), Vae À 

Par conséquent (hog)of = ho(gof). A ie 

Soient f : À > Bet g : B = C. Démontrer que : % or KL Le 

(i) si f et g sont surjectives, alorsg o f : À C est surjective. ro)" D Le 

(ü) Si f et g sont injectives, alors g o f : À > C'est injective. | 

Solution : 

(i) Soit cEC. Puisque g est surjective, 3bEB t.q. 9(b) — c. Puisque f est surjective Aa € Atel 

que f(a) = b.Donc (ge f}(a)=g(f (a)) = c, c’est-à-dire l'application go f est aussi surjective. 

(ii) Supposons que (go f) (a) = (go f)(a’) : c’est-àdire g (f(a)) = g (f{a')). Puisque g est injective 

f(@) = f (a') et puisque f est injective a = a. Par conséquent l’application go f est injective. 

Soit A = [— 1, 1]. Considérons les trois applications f : À > À, 8: A—Aeth:A>A 

définies par 

f(x) = sinx, gx) = sinrt, (x) — sing? 

Indiquer si chacune de ces applications est (i) injective, (ii) surjective, (üi) biective 

(c’est-à-dire à la fois injective et surjective). 

Solution : 

Traçons les graphes de ces fonctions : 

4 {@) g(x) (x) 

L'application f est injective ; toute parallèle à l’axe des x contient un point au plus appartenant 

à f. Elle n’est pas surjective car, par exemple, sin x Æ 1 pour tout x € À. L'application g est surjective ; 

toute parallèle à l’axe des x contient au moins un point de g. Mais g n’est pas injective puisque, par 

exemple, g(—1) = g (0) — 0. L'application h est à la fois injective et surjective ; toute parallèle à 

l’axe des x contient exactement un Poe de À. 
4 CC 

Montrer quesif: A >Betg:B— C sont des .applications..-bijectives, alors (g o TIrre 

C — À existe et est égale A og 1 :C—=A. 

| a cré 
sf) AS \4 à nt Le \ L 

«| \”! (0 pod + vtt PE | 
ja, ogestie} CUT) 
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Solution : 

Si nous prouvons que 

UTiog 1} (ge f)="Tanret (@gof)o(ftog71) = 13 

la proposition 2.1 permettra de conclure. 

L'’associativité de la composition des applications permet d’écrire : 

(rte ge) agro) frto(gr1o(gef)) 

f7lo((g-tog)of) 
= frto(1 o f) 

Let 
— l4 

log=1etiof=f= fo 1.D’une manière analogue, 

{@gofjo(f-1og-1) = go(fo(f-tog”1)) 

= Do(e 07e) 

g°(1og”1) 

g°g7! 

Puisque g_ 

= IR 

9. Dans quel cas la projection mr: [I (Ai: i1el}-A;, A,#@, est elle surjective ? 

Solution : 

Une projection est toujours surjective si le produit [[{A;:1€1} est non vide, c’est-à-dire si 

aucun des ensembles À; n’est l’ensemble vide. 

FAMILLE INDEXEE 

10. Soient À, = {x : x est un multiple de n}, où n € N, ensemble des entiers positifs et 
B,= li, i +1], ou i€Z, ensemble des entiers relatifs. Déterminer : (i) A,NA, ; 
(ü) U {A,:i€P}, où P désigne l’ensemble des nombres premiers ; (iii) B, NB, ; 
U{B::i€2Z}; (v) (U{B::i=7) Nn As (og Li) NA (pas jee 

RO Lot, GR , NE est als As AS | 
Solution : 

(i) Les nombres qui sont simultanément multiples de 3 et de 5 sont des multiples de 15 ; donc 

A3N A5 = As. 

(ü) Tout entier positif distinct de 1 est un multiple d’au moins un nombre premier ; donc U {4;:i€e P} = 

(25844, 0e NN 

D BNnB, = {r:3=<2<14 4=;=bh 04 

(Gv) Tout nombre réel appartient à au moins un intervalle du type [i, ; + 1]; par conséquent 
U fB,:i€Z}= R, l’ensemble des nombres réels. 

(v) (U{B;:1=7})N A5 = {x:x est un multiplie de 56, x = 7} = A5 {5} — {10,15, 20, ...}. 

Th Soit D, — (0,1/n), où n € N, ensemble des entiers positifs. Déterminer : 

s# (i) DsUDz (ii) D,U D: (v)' U{Di:1E ACN} 

S ; (ii) D:N Ds (iv) D,ND: (vi) N{D:: 1EN} 

Lt [Ye Voh pie à Lui Ds HE 24 \vt)- °\ VOB 
" D à A J7: \ 47 

LE | 4 Ce ie LR 
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Solution : 

(Gi) Puisque (0,1/7)c(0,1/3), D3U D7 = D. 

(äü) Puisque (0, 1/20) € (0, 1/3), D30NDz0 = Da. 

(äii) Posons m = min {s, t}, c’est-à-dire m est le plus petit des deux nombres s et f ; alors D,, es 

identique à l’un des ensembles D, ou D, et contient l’autre. Ainsi D,U D, = D,,. 

(iv) Posons M = max {s, t}, c’est-à-dire M est le plus grand des deux nombres s et #. Alors D,ND, = Dy. 

(v) Soita € A le plus petit des nombres de À. Alors U{D;:i€ AC N} = D,. 

(vi) Six ER, alors 1€ N tel que x € (0, 1,/5). Donc N {D,:iEN = 9. 

Démontrer l’assertion (ii) du théorème 2.2 : BN(Uier Ai) = Uier (BNAI). (distributivité 
de l'intersection par rapport à la réunion). 

Solution : BnN(Vier A) = {x:2EB, x € Lier Ai} 

rire b, dl Ed: z € À; } 

HOT EMielAEd- æE BNA;} 

=  Uie1(BNAj) 

Montrer que si {A, : i € 1} est une famille indexée d’ensembles et i, € I, alors M 

Ni A: E A: = U; I 4 e Pi EI 0 E QU _ Etre 

Solution : T, A xl iez, LEA 

Soit xE Ney 4; ; ; alors pour tout i € J, x € À. En particulier x € À, 0 ©? Fe ni. œ Àjo- Soit 

maintenant y €A;, . Puisque i, € 1, y EV,<, A; est donc Ai C UerA;. 

Démontrer le théorème 2.4 : Soit À un ensemble quelconque et, pour tout p€E À, 

soit G, un sous-ensemble de À tel que p € G, © À. Alors A= U{G, :pEAX. 

| 

Solution : | 

Soit xE U 16 :p E A}. Alors 1 p, € À telquexEG, o<A;doncxEAetU {G =pEAFTCA: 

(Autrement dit, si “Chaque Ch est un sous-ensemble de À, re l'union des ensembles ra est aussi un 

sous-ensemble de A.) 

Soit maintenant y € A. Alors y € G,,, et donc y EU {c :p € A}. Ainsi ACU {G, :pEA}et 

les deux ensembles considérés sont égaux. 

FONCTIONS D’ENSEMBLES ASSOCIEES À UNE APPLICATION 

15. Soient À = {1, 2, 3, 4,5}et f : A > À l'application définie par le diagramme : 

Déterminer les ensembles suivants :(i) f[{1,3,5}], (ii) f-:[{2,3,4}], (ii) f7° [{8,5}]. 

Solution : 

(i) Fe 3,5}] = {f(), (8), f(5)} = {4} 
(ii) f-1[€2,8, an = {4,1,3,5)} 
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16. 

17. 

18. 

19. 
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ne 

Gü) f71[{8,5}] =@ car 3 et 5 ne sont les images d’aucun élément de A. 

Considérons l’application f : R > R définie par f(x) = x?. Déterminer : 

Gi) f71[(25)], (Gi) f1[(—9)], (ii) F'[{æ:æ<0}, (iv) f'[{x:4<x <25}]. 

esp ii Cie Solution : 

tape: [{25}] = {5,-- 5} en effet f(5) = 25, f(— 5) = 25 et ces deux nofbrés sont les seuls ayant 

pour carté 25. 

(ü) f1[{— 9}] = @ car — 9 n’est le carré d’aucun nombre réel. 

(ïi) f—1 [{x : x < 0}] = {0} puisque f(0) = 0 < 0 et le carré de tout autre nombre réel est stricte- 
ment positif. 

(iv) f-1 [{x : 4 < x < 25}] désigne l’ensemble des nombres x tels que 4 < x2 < 25. Par conséquent, 

TE (al A f. —i[{x: 4 <x <25}] = [2,5] U[-5,—2] 

Soit f : À > Y une injection. Démontrer que la fonction d’ensemble associée f :P (X) = 
4) est aussi Fée injection.  ÿ (a) A8 > D 4e beë t-4. WsÂes 

? CA 8\ > Az:B : VrcA?: : = 8 sas RETHNT R LT de VU à Rata 8 D A 
Si À = @, alors P(X) = {OY > par conséquent f :P (X) >P(Y)est Hiecthe: En effet deux élé- 

ments distincts de P(X) ne peuvent avoir la même image puisque P (X) ne possède pas deux éléments 

distincts. 

Si X F @®, P(X) possède au moins deux éléments. Soient À, B EP (X) et supposons À # B. Alors 
1pEX tel que pE A, pÆB (oupEB, p € A). Dans ces conditions f(p) € f [A] et puisque f est injec- 

tive, f(p) € f[B] (ou f(»p) € f[B] et fb) € f[AÏ). Doncf[4] À f[B], et la fonction induite f est aussi 

injective. 

Démontrer les assertions (i) et (iii) du théorème 2.5 : 

(a) f[AUB] = f[A]U/[B], (b) f[A] f[B]Cf[AX BI. 
Solution : 

(a) Montrons d’abord que f[4 U B]C f[A]U f[B]. Soit y € f[A UB], ie. 1xEAUB tel que 
f(x) = y. DoncouxE AouxEB;or 

xEA implique f(x) = y Ef[4A] 

et xEB implique f(x) = y Ef[B]. 

Dans tous les cason a y Ef[A]U f[B]. 

Démontrons maintenant l'inclusion inverse, i.e. f[4]U f[B] € f[4 U B]. Soit y E f[A]Ù f[81]. 
Alors y Ef[A] ou y Ef[B]; or 

y Ef[A] implique 3xEA telque f(x) = y 1 

et y Ef[B] implique IxEB telque f(x) = y 

Dans tous les cas, y = f(x) avec x € À U B, i.e. y E f[A U B]. 

() Siy Ef[A]-- f[B], alors 3x € À tel que y = f(x) et y € {f{(x) : x E B}. Donc x Æ B et par consé- 
quent x € À — B. Il en résulte bien que y € f (A — B). 

Démontrer les assertions (ii) et (iii) du théorème 2.6 : 

(@) f'[ANB] = fr'[A]JNf [B], (b) f'[ANB] = f-1[4] Xf-[B]. 

Solution : 

(a) Démontrons d’abord l'inclusion f—1 [4 NB]C fe [4] Fes [B], supposons que x € f 1 [4 NB]. 
Alors f(x) C 4 NB, je. f(x) € À et f(x) € B. Ainsi x Ef-1[4] et x Ef-1[B]. Par conséquent 
xEf”L{A4]Nf [8]. 
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Pour démontrer l'inclusion inverse, considérons x € f”! [4]N fee [B]. Alors f(x)E À et 

f)E B ie. f(x) € À NB, et finalement x Ef-1[4 NB]. 

(b) Pour démontrer que f-1[4\B]Cf1[4]\f-1[8], supposons que x € f 1[4 \B]. Il en 
résulte que f(x) E A\B, ie. f(x)EA et f(x)EB. Ainsi xEf 1[4] et xŒf 1[B], ie. 

xEf [A]\S 1 [8]. 
Pour démontrer l'inclusion inverse, considérons x € f-1[4]\/f-1[B]. Alors f(x) € À et 

ff) & B, ie. f(x)E À \B. DoncxEf 1[4 \B],. 

ALGEBRE DES APPLICATIONS À VALEURS REELLES 

20. Soit X = {a, b, c} et soient f, g€ F (X, R) deux applications définies par : 

f = {{a,1), (b, —2), (c,8)}, g = {(a, —2),(b,0), (c,1)} 

Calculer :  (i)f+29, (ii) fo—2f, (üiif+4, (iv)lfl (v) ; #4, 
l&a, D, £b,=2, ce,s>]; n <a,-u?, <b>, <C, 204,457 27 &c, L 

Solution: RSC LD on 

(i) I vient : (f+2g)(a) = f(a) + 2g(a) = 1—4 = -3 SAS en ee, 47 

(Pan) AU) à 20) = 240 = 2 NO 
(f+2g)(c) = f(c) + 2g(e) = 3+2 = 6 

Autrement dit, f+92g = {(a,—3), (b,—2), (c,5) }. 

(ii) De manière analogue (f9—2f)(a) = f(a) ga) — 2f(a) = (1)(-2) — 24) = —4 

(fg —2f)(b) = f(b) g(b) — 2f(b) = (—2)(0) — 2(—-2) = 4 

(fg —2f)(c) = f(ce)g(c) — 2f(c) = (8)(1) — 26) = —3 

C’est-à<dire, fg + 2f = { (a, —4), (b, 4), (c, —3) } 

(üi) Puisque par définition, (f + 4) (x) = f(x) + 4, ajoutons 4 à chaque image, c’est-à-dire à la dernière 

coordonnée de chaque couple de f. Ainsi 

f+4 = {(a,5), (b,2), (c,7)} 

(iv) Puisque |f| (x) = |f(x)|, remplaçons dans chaque couple définissant f la deuxième coordonnée par 

sa valeur absolue. Aïnsi 

ll = {(a,1), (b,2), (c,3)} 

(v) Puisque F2) = CP) G) = fG) FX) = ( fG)}, remplaçons dans chaque couple de f la seconde 

coordonnée par son carré. Ainsi 

f2 E { (@, 1), (b, 4), {c, 9) } 

21. Définissons Ô € F (X, R) par Ô(x) = 0 pour tout x E X. Montrer que pour tout 

fEF(X,R), (D) f+Ô0=/f et (ii FÔ=0. N 
(24 6lou-ai+0 226) + Éxex: [8.0)Oc) = LOU. 0 GJ = F0: 0 S 

Solution : _ Ka À et Vxex: [f.0)0e Ÿ 

GC 0) (x) = f(x) + Ô(x) = f(x) + 0 = f(x) pour tout x € X ; donc f + 0 — f. On notera que 

0 vérifie la condition (3) de l’axiome [V.] du théorème 2.9. 

(üi) (f0) (x) = fx) Ô (x) = f(x) : (0) = 0 — Ô(x) pour tout x EX ; donc f 0 = Ô. 

22.  Démontrer que # (X, R) vérifie l’axiome [V;] du théorème 2.9, c’est-à-dire si 

gE F(XR)etk,k E R, alors : 

“EN ke(f+g) = kef+keg, (ii) (&+k)f = kf + k'-f. 

c Chant & +& |: 

Vue x (ea Jon = (ui +409) > KES + kg) ii exe te 1f)0s | as 

rt 0 ne) LaritektaRT 
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Solution : 

(i) ke(f+9)](x) = k[(f+g)(x)]) = k[f(x) + g(x)] = k(f(x)) + k(g(x)) 

GRef+keg)(x) —= (k°f)(x) + (keg)(x) = k(f(x)) + k(g(x)) 

pour tout x EX ; donck -(f+g)=Kk: f + k:g.(On notera que nous avons utilisé ici la distribu- 

tivité de la multiplication par rapport à l’addition, propriété qui est vérifiée par les nombres réels K, 

GX) et g(x).) 

Gi) (R+R)ef)(x) = (k+R) f(x) = K(f(x)) + K'(F(x)) 

Gef+k'ef)(x) = (kef)(x) + ('ef)(x) = k(f(x)) + K'(F(x)) 

pourtoutx EX ;ainsi (k+k')°f = kef + k'-f. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

APPLICATIONS 

23. 

24. 

25. 

Uxew: 

26. 

27. 

AT Cep)C) 2 8 (3°) =) | Ÿe) ; 

INJECTIONS, SURJECTIONS ET APPLICATIONS INVERSES 

28. 

- © 29. 
JU)» he 

SE, 

32. 

23, 

Gears UNE Craie n #4 

30. 

2x — 5 si x>2 
; = 3x +1. 

x2—2|x| si x <2 g() 7 
Soientf: R>Retg:R>R définies par f(x) = { 

Calculer (i) f(—2), (ii) g(—3), (ii) (4), (iv) (g°f)(D), (v) (F°g)(2), (vi) (F° F0). 

0,-8,3,4(}mi)-4l-4<-d, La) < Lir) 2 4, AE 
Soientf:R>Retg:R—R définies par f(x) = x2 +3x +1 , gx) = 2x — 3. 

es a formules permettant de un les apphcations composées oi da Of g> Gi) 4 Je 
XT4+(62 -1 face nn “Abe t3nr1) ri è x  Q x, + +6x? 4x 

(go fiCy /. NM 4634 lu © +ISxX+S de 

Soit k : X > X une application en Démontrer que pour toute application f : X > X, k° f=Kk. 

Que peut-on dire de l’application f ° | | 

bol REG) 2 R 7 (Fo kit) = Y CRo0) « fe): aYyl tuahante . 
0. Dire si oui ou non ch On considère l’application f(x) =xoùxERetx2> 

suivantes est une extension de f. 4er). LG jeu Vo x À L duwaiut de 

(i) gx) = (ii) ga(x) = (x +[|x|)/2 pour toutx ER ne 

(ii) gofx) = x oùxE[-1,1] (iv) 1p:R>R 
Non » 

La 

une des applications 

lx| pour tout xERA 

SA : 

Soient À C X et f : À > Y. L'inclusion canonique j de À dans X, notée j : À C X est définie par 

j(a) = a pour tout a € À. Montrer que la restriction ef | À de f à À est égale à l’application composée 
fo j,c’est-àdire f| À = fo j. 1e AY Île 0) : FLD Ve 

h>Y êl dnen 

gong e FU) T 
LS pe 2 2e AN) : 69 KxcÀ 

(») 
Montrer que pour toute application f : À > B, fo 1, =f= 180 f. (tv Le) 670 fe. 

pK « que si - A > B est à la fois injective et surjective, alors f roi 1, et fo RE 18: 
(a) 2 E°(b) a 

Montrer que si f: A >B et g: B > A sont telles que go f = 14, alors f est injective et g est 

surjective. 

Démontrer la proposition 2.1 : Si f : À > B et g : B — À sont telles que g° f = 1, et fo g = lg. 
Alors f—1 : B + A existe et g = f-1. 

Dans quel cas la projection Fig: IT{A;:i1e1;- Ai, est elle injective ? 

Soit f : (—1,1) > R l’application définie par f(x) = x/(1 — |x|). Montrer que fest biective. 



34. 

35. 
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Soit R une relation d'équivalence définie sur un ensemble À non vide. L'application canonique 9" de 

A dans l’ensemble quotient A/R est définie par n(a) = [a] où [a] désigne la classe d’équivalence de 
l’élément a. Démontrer que n est une application surjective. 

Soit f : À > B. La relation R définie sur À paraR a ssi fa) = f (a') est une relation d’équivalence. 

Soit î l’application de l’ensemble quotient A/R à valeur dans l’ensemble image f [A] de f et définie 

par f : [a] > f(a). 

(i) Montrer que f: A/R — f[A] est une bijection. 

(ii) Montrer que f =j0 î ° n, où n : À > A/R est l’application canonique et j : f[A] C B est l’inclu- 

sion canonique. 

A AIR = flAl > 8 

FAMILLE INDEXEE 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

Soit 4, = {x : x est un multiple de n} = {n, 2n, 3n,...}, où n EN, ensemble des entiers positifs. 
Calculer : 

) AnAz (il Andy (ii) AU (iv) A3NAux: (v) AUAS, où 8tEN; (vi) ANAss 

où s,{EN. (vü) Montrer que siJ © N est un ensemble infini, alors N {4, : 1€ J} = Q. 

Soit B;,—(G, i+ 1], un intervalle semi-ouvert, où i € Z, ensemble des entiers relatifs. Calculer : 

MM UP: = (in) UP, HU he 

(ii) Ben B7 (iv) BSUB,41UBs,» 8€EZ (vi) Uijez Bs+i 

Soient D, = [0, 1/n] S, = (0, 1/n] et T,, — [0, 1/n) où n € N, ensemble des entiers positifs. 

Calculer : 

(i) M{D,:nEN}, (ii) M{SnEN}, (iii Mine N}. 

Démontrer les lois de De Morgan: (il (U;Ajÿj° = n;A$, (ii) (n; Ai) = U; Ai. 

Soiente4 = {4; : iE I}une famille d’ensemble indexée par J et J, K deux ensembles tels que J C K CJ. 
Démontrer les relations d’inclusion suivantes : 

( U{4;:1€J} € U{A4;:1E€K}, (ii) M{4,:1€eJ} 2 N{A;:1E€K} 

FONCTIONS D’ENSEMBLES ASSOCIEES A UNE APPLICATION 

41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

Soit f : R > R l'application définie par f (x) — x? + 1. Déterminer : (i) f[{—1,0,1}], (ii) f-1[{10,17}], 

(iii) f[(—2,2)], (iv) f-1[(6,10)], (v) f[R], (vi) 7 1[R]. 

Démontrer qu’une application f: X + Ÿ est injective si et seulement si f[4A NB]=/f [A]NF[21], 

pour tout couple de sous-ensembles À et B de X. 

Soient f : X > Y et À, B deux sous-ensembles quelconques de X. Montrer que : 

(a) flAnB]cfiA]nf[B], (b) ACB entraîne f[A] C f[B] 

Soient f : X > Ÿ et À, B deux sous-ensembles quelconques de X. Montrer que : 

(a) f-'[AUB] = f-i[AJUf-1[B, (@) Ac Bentraîne f-'[A] cf '[E] 

Démontrer le théorème 2.8 : Soient f : X > Y, AC Xet B C Y. Alors 

(ÿ Acf-tof[A), (ii) B 3 fof-1[3] 



34 Chapitre 2/Applications 

46. Soient f:X >Y une application surjective. Montrer que la fonction d’ensemble associée 

f:P (X) > P (Y)est également surjective. 

47. Démontrer qu’une application f : X — Y est bijective si et seulement si pour tout sous-ensemble À de 

X,onaf[4°] = (f[A])°. 

48. Démontrer qu’une application f : À > Ÿ est injective si et seulement si À = te o f[A] pour tout 

sous-ensemble À de X. 

ALGEBRE DES APPLICATIONS A VALEURS REELLES 

49. Soit X = {a, b, c} ; considérons les applications à valeurs réelles suivantes définies sur X : 

f { (a, 2), (b, — 38), (c, —1) } = { (a, —2), (b, 0), (c, ) } 

Calculer : (i) 8f, (ii) 2f—6g, (ii) fg, (iv) [fl, (v) F8, (vi) |8f — fgl. 

50. Soit À un sous-ensemble arbitraire d’un ensemble universel U. L'application à valeurs réelles 

X4 : U > R définie par 

1 Si xE A 

PA { Si x€A 

se nomme la fonction caractéristique de À. Montrer que : 

Dix = ax OÙ) XiOn et Xs Ane” PANDA 

si: Montrer que #(X,R) vérifie l’axiome [V,] du Théorème 2.9 c’est-à-dire si € F(X,R) et 
k k' E R, alors (Gi) ke(k'-f) = (kk')-f, (ii) 1f=f 

52: Pour tout kER, soit Re F(X,R) l'application constante définie par k (x) = k pour tout x EX. 

(i) Montrer que la famille Ç( des applications constante, ie. € = { Rike R}, est un sous-espace 
vectoriel de F(X, R). 

(ü) Soit a:C(R l'application qui est définie par a(&) = k. Montrer que & est une bijection et que, 

quels que soient k, k' ER, ona 
A A A À, 

a(k +k') = a(k) + a(k”) 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

23. (i) 0, (ii) —8, (iii) 8, (iv) —2, (v) 9, (vi) —1 
d 

24. () (Ffog)(x) = 422—6x +1, (ii) (gof)(x) = 2x2+6%—1, (iii) (fo f)(x) = xt + 628 + 1422 + 15% +5 

25: L’application f + k est une application constante. 

26. (i) oui, (ii) non, (iüi) oui, (iv) oui. 

22. A; est un singleton : A; = {a;} pour tout i # i,. 

36. (i) A4 (ii) A4 (ii) A3, (iv) A1, (v) As (vi) At 

37. () (4,6), (ii) D, (ii) (4,21], (iv) (8,8+3], (v) (8,8+16], (vi) R 

38.  (i) {0}, (ü) @, (iü) {0} 



41. 

49... 

(i) {1, 2}, (ii) {3, a * 4, —4}, (iii) (1, 5), (iv) (—3, 2), (2, 3), 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 

8f — {(a,6), (b, —9), {c, —3)} 

2f — 5g = {(a,14), (b, —6), (ce, —7)} 

fg = {(a, —4), (b,0), (ce, —1) } 

lfl = {({a, 2), (b,3), (c,1)} 

F8 = {(a,8), (b, —27), (ce, —1)} 

18f — fgl = {(a, 10), (b,9), (ce, 2)} 

Chapitre 2/Applications 

(v) {x:æ=1}, (VÜR 
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CHAPITRE 3 

Cardinaux et relations d’ordre 

ENSEMBLES EQUIPOTENTS 

Un ensemble À est dit équipotent à un ensemble B, ce que l’on écrit À — B, s’il existe 
une bijection f de À sur B. L’application f définit donc une correspondance biunivoque entre 
les ensembles À et B. On dit aussi dans cette situation que les ensembles À et B ont même 
puissance. 

Un ensemble est fini si et seulement si il est vide ou équipotent à {1,2,...,n} pour un 
certain entier positif nEN, dans le cas contraire, on dit qu'il est infini. Il est clair que deux 
ensembles finis sont équipotents ssi ils possèdent le même nombre d’éléments. Ainsi, dans le cas 
d’ensembles finis, le concept d’ensembles équipotents s’identifie avec celui d’ensemble 
possédant le mème nombre d’éléments. 

Exemple 1.1: Soient N = {1, 2, 3,...} et E — {2, 4, 6, ...}. L'application f : N > E définie par 
f (x) = 2x est une biection ; donc N est équipotent à £. 

A 
Exemple 1.2: L’application f : (—-1, 2 —R qui est définie par f (x) = x/(1 —|x |) est une bijection. 

L’intervalle ouvert (—1, 1) est donc équipotent ä R, l’ensemble des nombres réels. 

On observera qu’un ensemble infini peut être équipotent à l’un de ses sous-ensembles 
propres. Ceci est propriété générale des ensembles infinis. 

Proposition 3.1 : Pour toute famille d’ensembles la relation d’équipotence À — B est une 
relation d’équivalence. 

GO ilexevt Saga Lu ape 2 Frauggnie. 

ENSEMBLES DENOMBRABLES 

Soit N = {1, 2, 3,...} l’ensemble des entiers positifs. On dit qu’un ensemble X est dénom- 
brable et a pour cardinal Ns (Hire: aleph-zéro) ssi X est équipotent à N. On dit qu’un ensemble 
est au plus dénombrable ssi il est fini ou dénombrable. 

Exemple 2.1 : Une suite infinie composée d’éléments distincts 

di do, Ug, +. 

est dénombrable. En effet une suite est essentiellement une fonction f(n) = a, ayant 

pour domaine de définition N. Donc si les a, sont distincts, la fonction f est une bijection. 
Ainsi, chacun des ensembles suivants est dénombrable : : 

{1, b 4, . Ne dE A 3, —4, .. 5e { (1, ne (4, 8), (9,27), eee) (He, nr), …. } 

Exemple 2.2 : Représentons le produit N x N de façon suivante : 

(1, 1) (1, 2) —+ (1, 3) (1, 4) —° 

 « 

2 

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) 

(3, 1) (8, Fe 

(4, A (4, ve 3) (4, 4) 

ee 

(3,3) (3,4) 

Si 
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L'ensemble produit N x N est donc décrit par la suite infinie d’éléments distincts : 

(1, 1), (2, 1), (1, 2), (1, 8), (2, 2), ... 

(On notera que cette suite est obtenue en ”’suivant les flèches”’ du diagramme précédent.) 

L'ensemble N x N est donc dénombrable. 

Exemple 2.3: Soit M = {0, 2, 1, 3,...}= NU {0}. Tout entier positif a € N s’écrit d’une manière 

unique sous la forme a = 2” (25 + 1) où r,s € M. La fonction f : N > M x M qui est 

définie par 
f(a) = (r,s) 

où r et s sont définis commeprécédemment est une büection. L'ensemble M x M est donc 

dénombrable. On notera que N x N est strictement inclus dans M x M. 
< 

En ce qui concerne les ensembles dénombrables et au plus dénombrables, on notera les 

théorèmes suivants. 

Théorème 3.2 : Tout ensemble infini contient un sous-ensemble dénombrable. 

Théorème 3.3 : Tout sous-ensemble d’un ensemble au plus dénombrable est au plus dénom- 

brable. 

Lemme 3.4 : Soit {A,, À,, .. .} une suite dénombrable d’ensembles dénombrables deux à 

deux disjoints. Alors U, A: est aussi un ensemble dénombrable. 

Théorème 3.5 : Soit A,‘i€ 1} une famille au plus dénombrable d’ensembles au plus dénom- 

brables, c’est-à-dire Z est au plus dénombrable et pour tout iE I, l’ensemble 

A; est au plus dénombrable. Alors U{A::i€lI} est au plus dénombrable. 

Un ensemble qui n’est ni fini ni dénombrable est dit non dénombrable. 

LA PUISSANCE DU CONTINU 

Il existe des ensembles infinis qui sont non dénombrables. Le théorème suivant en donne 

un exemple particulier mais fondamental. 

Théorème 3.6 : Le segment [0, 1] est non dénombrable. 

On dit qu’un ensemble X a la puissance du continu ou a pour cardinal c ssi il est équi- 

potent au segment [0, 1]. 

Nous montrerons, dans un problème résolu, que tout intervalle, ouvert ou fermé, a pour 

cardinal c. L'exemple 1.2 prouve que l'intervalle ouvert (—1. 1) est équipotent à R. Donc, 

Proposition 3.7 : Le cardinal de l’ensemble des nombres réels R est c. 

LE THEOREME DE SCHROEDER-BERNSTEIN 

On écrira dans ce qui suit À = B si À est équipotent à une partie de B c’est-à-dire 

ASB ssi 4B*CB telque À-B* 

Si A 2 Bet A + B, c'est-à-dire À n’est pas équipotent à B, nous écrirons À = B. 

Exemple 3.1: Puisque N est une partie de R,onaN <R.Or R n’est pas dénombrable d’après la propo- 

sition 3.7 c’est-à-dire R # N. Par conséquent, N <R. 

Etant donné deux ensembles À et B, alors l’une au moins des assertions suivantes doit être 

vraie : 
() AB, (ii) 4 <B ou B <4, (üi) ASB et B<A, (iv) AXB, A#Bet B%A 
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Le célèbre théorème de Schroeder-Bernstein affirme que, dans le cas (iii), À est équipotent 

à B. 

Théorème (Schroeder-Bernstein) 3.8 : Si ASB et BX<AÀ, alors À - B. 

Le théorème de Schroeder-Bernstein peut être reformulé de la manière suivante : 

Théorème 3.8 : Soient XDYDX,. et X—X1 Alors X-Yy. 

Remarquons que le cas (iv) ci-dessus est impossible. Autrement dit, 

Théorème (Trichotomie) 3.9 : Etant donné deux ensembles quelconques À et B, alors ou 

A<B,A-B ouB<A. 

LA NOTION DE CARDINAL 

Si deux ensembles À et B sont équipotents, c’est-à-dire À — B, on dit que À et B ont le 
même nombre cardinal ou le même cardinal. Nous noterons # À ‘le nombre cardinal (ou cardi- 
nal) de A”. Ainsi 

#(À) = #(B) ssi À -B 

Si A < B nous dirons que le cardinal de À est inférieur au cardinal de B ou que le cardinal de B 
est supérieur au cardinal de À. Ainsi, 

#(A) < #(B) si A<B 

Donc #(A)<#(B)ssi À X< B. Cette notion permet alors de donner une deuxième reformula- 
tion du théorème de Schroeder-Bernstein : 

Théorème 3.8: Si #(4)<#(B) et #(B) < #(A), alors #(4) = #(B). 

Les cardinaux de chacun des ensembles 

D, {D}, {9,(0}}, {9, {9}, (9, {D}}}, 

se notent respectivement 0, 1, 2, 3,... , et s'appellent des cardinaux finis. Les cardinaux de N 
et de [0, 1], se notent 

= #(N), ce = #([0,1)) 

Nous pouvons donc écrire OQ<1<2<383<:::<N.<e 

LE THEOREME DE CANTOR ET L’HYPOTHESE DU CONTINU 

Il est naturel de se demander s’il existe des cardinaux infinis autres que N, et c. La réponse 
est oui. En effet étant donné un ensemble arbitraire À, le théorème de Cantor fournit un ÉXCRRIE 
d’un ensemble ayant un cardinal supérieur à celui de Pt 

Théorème (Cantor) 3.10 : Si À est un ensemble quelconque, le cardinal de l’ensemble © (A) des 
parties de À est supérieur au cardinal de À. 

Il est aussi naturel de se demander s’il existe un ensemble admettant un cardinal compris 
entre N, et c. La conjecture suivante : ‘la réponse à cette question est non” s’appelle l’hypothèse 
du continu. Autrement dit, 

Hypothèse du continu : Il n’existe pas d’ensemble À tel que Ko < # (A) < c. 

En 1963 P.J. Cohen a prouvé que l’hypothèse du continu est indépendante des axiomes de 
la théorie des ensembles que nous avons adoptés, de la même manière que le cinquième postulat 
d’Euclide sur les droites parallèles est indépendant des autres postulats de la géométrie. 
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9 e ral : Sun me Minas 

ENSEMBLES ORDONNES << ae: aiment hique 

Une relation 2 sur un ensemble À s’appelle une relation d'ordre (ou ordre) sur À ssi, pour 

tout a, b,c EA:(ÿa>2a;(üa2betb > a implique a = b ;et(iü)a 2 betb} c implique 

a? c. Un ensemble À muni d’une relation d'’ordre, c’est-à-dire un couple (A, 2 ), s'appelle un 

ensemble ordonné. 

Rappelons qu’une relation binaire est réflexive ssi (i) est vérifié, et transitive ssi (iii) est 

vérifié. Une relation est dite antisymétrique ssi (ii) est vérifié. Autrement dit, une relation 
d'ordre est une relation binaire qui est réflexive, antisymétrique et transitive. 

Exemple 4.1: Pour toute famille d’ensembles l'inclusion est une relation d’ordre puisque (i) À C À pour 

tout ensemble À ;(ïi) A C Bet B C À implique À = B ; et (üi) À C Bet BC C'implique 

AreIC: 

Exemple 42 : Soit À un ensemble quelconque de nombres réels. La relation définie dans À par x < y 

est une relation d’ordre qui s’appelle l'ordre naturel de À. 

Exemple 43: Soit X = {a, b, c, d,e}. Le diagramme 

A, 

Ste —. 

permet de définir de la manière suivante une relation d'ordre sur X:x yssix = y ousi 

l’on peut aller de x à y sur le diagramme dans le sens des flèches, c’est-à-dire vers le haut. 

Etant donné un ensemble ordonné, si a 2 b nous dirons que a est inférieur à b ou que a est 

plus petit que b et que b est supérieur à a ou que b est plus grand que a. En outre, nous écrirons 

a bsia beta #b. 

Soient À un ensemble ordonné et a, b deux éléments de À. On dit que a et b sont compa- 

rables si l’on a : a 2 b ou b ‘2 a. Un ensemble ordonné A est dit totalement ordonné si deux 

éléments quelconques de À sont toujours comparables. L'ensemble R des nombres réels muni 

de l’ordre naturel x < y est un exemple d’ensemble totalement ordonné. 

Exemple 4.4: Soient À et B deux ensembles totalement ordonnés. Alors, l’ensemble produit À x B peut 

être totalement ordonné comme suit : 

{a,b) <(a',b') si a<a ousi a—=a et b < b’ 

Cet ordre s’appelle l’ordre lexicographique de À x B car il est analogue à la façon dont les 

mots sont rangés dans un dictionnaire. 

Remarque : Etant donné un ensemble À muni d’une relation d'ordre R, c’est-à-dire réflexive, 

antisymétrique et transitive, alors la relation réciproque R1 est aussi un ordre, 

on dit que R-1 est l’ordre réciproque (ou inverse) de l’ordre R. 

SOUS-ENSEMBLES D'UN ENSEMBLE ORDONNE 

Soit À un sous-ensemble d’un ensemble ordonné X. L’ordre de X induit d’une manière 

naturelle un ordre sur À : sia, b E À, on écrira a 2 b en tant qu’éléments de À ssi a 2 b en tant 

qu’éléments de X. Plus précisément, si À est un ordre sur X, alors la relation R4 = RMN(A x A), 

appelée la restriction de R à À, est une relation d'ordre sur À. L'ensemble ordonné (A, R1) 

s'appelle un sous-ensemble (ordonné) de l’ensemble ordonné (X, R). 

Certains sous-ensembles d’un ensemble ordonné X peuvent être effectivement totalement 

ordonné. De façon évidente, si X lui-même est totalement ordonné, tout sous-ensemble de X 

sera aussi totalement ordonné. 
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Exemple 5.1: Considérons sur l’ensemble W = {a, b, c, d, e} l’ordre défini par le diagramme 

a b 

SAS 

d T 7 e 

Les ensembles {a, c, d} et {b, e} sont des sous-ensembles totalement ordonnés ; les 
ensembles {a, b, c} et {d, e} ne sont pas des sous-ensembles totalement ordonnés. 

PLUS PETIT ET PLUS GRAND ELEMENT 

se X un ensemble ordonné. On dit qu’un élément &, € X est un plus petit élément de 
X ssi a, x pour tout x € X. De même un élément b, € X est un plus grand élément de X ssi 
x 2 b, pour tout x € X. On utilise également l'expression élément minimum (resp. élément 
maximum) comme synonyme de plus petit (resp. plus grand) élément. 

Exemple 6.1: Soit X = {a, b, c, d, e} un ensemble ordonné à l’aide du diagramme 

a 

b A à c 

re 

Il est clair que a est un plus grand élément puisque a est supérieur à tout élément de X. 

Par contre X n’a pas de plus petit élément. L’élément d n’est pas supérieur à e. 

Exemple 6.2 : L’ensemble des entiers positifs N, muni de l’ordre naturel, admet 1 comme plus petit 

élément. L’ensemble Z des entiers relatifs, muni de l’ordre naturel n’a ni plus petit ni 

plus grand élément. 

ELEMENTS MAXIMAUX ET ELEMENTS MINIMAUX 

Soit X un ensemble ordonné. Un élément a, € X est dit maximal ssi & < x impliquex = a,, 
c’est-à-dire il n'existe aucun élément distinct de a, qui soit supérieur à a. De façon similaire, 
un élément b, € X est dit minimal ssi x < bo implique x = b,, c’est-à-dire il n’existe aucun 
élément distinct de b, qui soit inférieur à b,. 

Exemple 7.1: Soit X = {a, b, c, d, e} l’ensemble ordonné, à l’aide du diagramme, de l’exemple 6.1. Les 
éléments d et e sont tous les deux minimaux. L'élément a est maximal. 

Exemple 7.2: L’ensemble R muni de l’ordre naturel est totalement ordonné, il n’a cependant ni élément 

maximal ni élément minimal. 

Exemple 7.3: Soit À = {a4, a,,..., a, } un ensemble fini totalement ordonné. Alors À contient 

exactement un élément minimal et exactement un élément maximal que l’on note respec- 
tivement 

minor. et max {a1, ..., Am} 

MAJORANTS ET MINORANTS 

Soit À une partie d’un ensemble ordonné X. On dit que m € X est un minorant de À 
ssi ms x pour tout x € À, c’est-à-dire m est inférieur à tout élément de À. Si l’ensemble des 
minorants de À possède un plus grand élément, on dit que cet élément est la borne inférieure de 
A et on le note inf (A). 

De manière analogue, on dit que M € X est un majorant de À ssi x< M pour tout x E À, 
c’est-à-dire M est supérieur à tout élément de À. Si l’ensemble des majorants de À possède un 
plus petit élément, on dit que cet élément est la borne supérieure de À et on le note sup (À). 
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On dit que A est borné supérieurement si À admet un majorant et borné inférieurement s’il 

admet un minorant. Si À admet à la fois un majorant et un minorant, on dit que À est borné. 

“Exemple 8.1: Soit X = {a, b, c, d, e, f, g} un ensemble ordonné à l’aide du diagramme suivant : 

7 
c 

Me ne : 

‘ De 
f g 

Soit B = {c, d, e}. Alors a, b et c sont des majorants de B, et f est l’unique minorant de 

B. On notera que g n’est pas un minorant de B car g et d ne sont pas comparables. En 

outre, c = sup (B) appartient à B, alors que f — inf (B) n’appartient pas à B. 

a 

Exemple 8.2: Soit À un ensemble borné de nombres réels. Un théorème fondamental permet alors 

d'affirmer que si À est muni de l’ordre naturel, inf (4) et sup (4) existent. 

Exemple 8.3: soit Q l’ensemble des nombres rationnels. Posons 

Pire Q, 1-0, 2<22<8) 

Autrement dit, B est formé de l’ensemble des nombres rationnels compris entre V2 et 

1/3. L'ensemble B admet une infinité de minorants et une infinité de majorants, mais 

inf (B) et sup (B) n’existent pas. Notons que V2 (resp. V5 n'appartient pas à Q, ce 

n’est donc pas un minorant (resp. un majorant) de B. 

LEMME DE ZORN 

Le lemme de Zorn est un des outils les plus importants des mathématiques ; il permet 

d’affirmer l’existence de certains éléments bien qu’il ne donne aucun prodédé constructif pour 

trouver ces éléments. 

Lemme de Zorn 3.11: Soit X un ensemble ordonné non vide tel que tout sous-ensemble tota- 

lement ordonné admette un majorant. Alors X contient au moins un 

élément maximal. 

Remarque. Le lemme de Zorn est équivalent à l’axiome du choix et au principe du bon ordre. 

La démonstration de ce fait utilise la notion d’ordinal et dépasse les limites de cet 

ouvrage. 

PROBLEMES RESOLUS 

ENSEMBLES EQUIPOTENTS, ENSEMBLES DENOMBRABLES 

L: Considérons les cercles concentriques 

Ci = {ay a+y =}, C2 = {(x, y): 2 + y = b?} 

où O0 <g<b. Construire, géométriquement, une bi- 

jection entre C, et C;. 

Solution : 

Soit xEC,. Considérons l'application f:C, > C; définie 

comme suit : f(x) est le point d’intersection de C, et du rayon 

allant du centre de C, (et de C;) au point x. (Cf. figure.) 

L'application f est à la fois injective et surjective. Elle établit 

la correspondance biunivoque cherchée entre Cet C2. 

| 
7e 
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Démontrer que l’ensemble des nombres rationnels est dénombrable. 

Solution : 

Soit Q* (resp. Q_) l’ensemble des nombres rationnels positifs (resp. l’ensemble des nombres 

rationnels négatifs). Il est clair que Q = Q@- U {0} U Q+ 

Considérons la fonction f : Q* > N x N défini par 

f(p/q) = (p,9) 

où p/q est un nombre rationnel arbitraire défini par le quotient de deux entiers positifs. La fonction f 

est injective ; par conséquent Q* est équipotent à une partie de N x N. Or N x N est dénombrable 

(cf. exemple 2.2) ; donc Q* est aussi dénombrable. De manière analogue Q est dénombrable. Le 

théorème 3.5 permet alors de conclure que la réunion de Q_,{0} etQ* c’est-à-dire l’ensemble des 
nombres rationnels, est aussi dénombrable. 

Démontrer la proposition 8.1 : Pour toute famille d'ensemble, la relation d’équipotence 
A © B est une relation d'équivalence. C’est-à-dire, (i) À — À pour tout ensemble À ; 
(ii) si A = B alors B — À ; et (ïüi) si A - Bet B — Calors À — C. 

Solution : 

G) L’application identique 1, : À + À est une bijection ; donc À — 4. 

(üi) Si À — B, i existe une bijection f‘ : À + 7 L’application f admet donc une application réciproque 

fe l:B—>A qui est aussi une bijection. Ainsi 

A. B" "implique "BA 

(ii) Si A — Bet B — C, alors il existe deux applications f : À > B et g : B — C qui sont des bijections. 

L’application composée g o f:A4 — À est donc aussi une bijection. Ainsi gof: AC 

AB ete Be Cimphqe AAC 

Montrer que l’ensemble P de tous les polynômes 

D(X) = Go + GE + *-: + Amt" 

à coefficients entiers, c’est-à-dire tels que a,, a, ,...,a,, soient des entiers, est dénom- 
brable. 

Solution : 

soit( n, M) EN x N un couple quelconque d’entiers positifs. Notons Pym l'ensemble des poly- 
nomes p (x) de degré égal à m tels que: 

lat + lel + ++ + la = # 

Notons que l’ensemble P,,, est fini et que 

P = U{Pn:(n,m) € NX N} 

P est une réunion au plus dénombrable d’ensembles au plus dénombrable. Comme P est un ensemble à 

infini, P est dénombrable. 

Une racine r d’un polynôme 

D(X) = do + &x + *-: + Ant" 

à coefficients entiers s’appelle un nombre algébrique. Démontrer que l’ensemble À des 
nombres algébriques est dénombrable. 

Solution : 

Le problème précédent permet d’affirmer que l’ensemble E des équations algébriques à coefficients 
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entiers est dénombrable : 

E = {pif(x) = 0, pa(x) = 0, pslx) = 0, ...} 

Soit A; — {x : x est une solution de p;(x) = 0} 

Comme un polynôme de degré n admet au plus n racines, chaque ensemble À; est fini. Donc 

est un ensemble dénombrable. 

Démontrer le théorème 3.2 : Tout ensemble infini X contient un sous-ensemble D qui 

est dénombrable. 

Solution : 

Soit f : P (X) > X une fonction de choix, c’est-à-dire pour toute partie non vide À de X, f(A)E À. 

(L’axiome du choix permet d’affirmer l’existence d’une telle fonction.) Considérons la suite 

ay = f(X) 

= f(XNX {a:}) 

Ag — f(X X {as, do}) 

an = (ZX {as ..., An—1}) 

ses eee 

$ | 

L'ensemble X étant infini, pour tout n € N l’ensemble X X{a,...,4n-1} est non vide. La fonction f 

est une fonction de choix, donc pour tout n > O et touti <n,onaa, Æ a,. Les élément a, € X sont 

donc tous distincts et D = {a,,a,,...}est une partie dénombrable de X. 

Essentiellement, la fonction de choix f ‘‘choisit” un élément a, € X, puis choisit un élément 

a, parmi les éléments de X qui ‘‘restent”, etc. Puisque X est infini, l’ensemble des éléments ‘‘restant” 

dans X après chaque étape est non vide. 

Soit X un ensemble quelconque et C (X) l’ensemble des fonctions caractéristiques de 

X, c’est-à-dire l’ensemble des fonctions f : X > {1, 0}. Démontrer que l’ensemble des 

parties de X est équipotent à C(X), ie. P(X) — C(X). 

Solution 

Soit À une partie de X, i.e. AE P (X). Définissons une application f : P (X) > C (X) par 

0 si xeA 
À = = f(A) Le : ca 

Alors f est une bijection et donc æ He Cæ): 

Prouver l’assertion suivante : un sous-ensemble d’un ensemble dénombrable est fini ou 

ou dénombrable, c’est-à-dire au plus dénombrable. 

Solution : 

Soit X = {a,, 4,,.. .} un ensemble dénombrable quelconque et A un sous-ensemble de X. Si 

A = 9, À est fini. Si À Æ@ , soit n, le plus petit entier positif tel que a, - € À ; soit M2 le plus petit 

entier positif tel que n, > n, et tel que a,, € À ; etc. Alors A = COTE HP es .}. Si l’ensemble des 

entiers {n,,n:,.. .}est borné, l’ensemble À est fini. Dans le cas contraire À est dénombrable. 

Démontrer le théorème 3.3 : Tout sous-ensemble d’un ensemble au plus dénombrable 

est au plus dénombrable. 
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Solution : 

Si À est au plus dénombrable, l’ensemble X est fini ou dénombrable. Dans les deux cas, un sous- 

ensemble de X est au plus dénombrable. 

10. Démontrer le lemme 3.4 : Soit {A,, À,, . . .} une suite dénombrable d’ensembles 
dénombrables deux à deux disjoints. Alors U}, À, est aussi un ensemble dénombrable. 

Solution : 

Puisque les ensembles 4; sont dénombrables, on peut écrire : 

A1 = {ay Go Gis ...} 

A2 {@o1, Goo, Gags . . .} 
ee... ee 

ses ere see ee ee 

a” 

Alors re A, = {a;; :G, DEN x N}.Il est clair que la fonction f : U;_, 4, > N x N qui est définie 
1 

par f (a;j) = (i, j) est une bijection. Par conséquent Ce A; est dénombrable puisque N x N est 

dénombrable. 

11. Soient À un ensemble infini et B = {b,, b,,...}un ensemble dénombrable. On suppose 
À et B disjoints. Montrer que AUB - À. 

Solution : 

Puisque À est infini, À contient un sous-ensemble dénombrable D = {d,, d,,.. .}. Définissons 

une fonction f : À U B — À à l’aide du diagramme : 

AUB — (A D)U (DUB) 

\ 
U {di, da, da, das ds, de, . A = (ANXD)UD 

Soit de façon plus explicite 

x Si xEAND 

f(x) ES don 1 si T = dy 

don si x = b, 

L'application f ainsi construite est une bijection ; par conséquent AUB - À. 

PUISSANCE DU CONTINU ET CARDINAUX 

É2 Montrer que les intervalles (0, 1), [0, 1) et (0, 1] ont pour cardinal c, i.e. sont des 
ensembles équipotents à [0, 1]. 

Solution : 

(i) Remarquons que [0,1] = {0,1, 1/2, 1/3, ...} LU À, (DL) RAT 2 TE UT ERREUR 

où A = [0,1]  {0,1,1/2, 1/3, NOR OP SAS 

Considérons l’application f : [0, 1] > (0, 1) définie à l’aide du diagramme suivant 
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VAS LASER STEUS A 

Autrement dit, 
1/2 Std — 0 

f(x) — l/(n+2) si x=1/n, nEN 

x si xÆ<0,1l/n, nEN, i.e.si xE À 

Il est clair que f est une bijection. Par conséquent [OT (0, 1). 

(ii) L'application f : [0, 1] > [0, 1) définie par 

__ fi/(n+1) si x=1/n nEN 

LE x si xÆ<l/n, nEN 

est une bijection. (Cette application est analogue à l'application construite dans la partie (i).) Donc 

[0, 1]— T0, 1). 

(ïi) Définissons une application f : [0, 1) > (0, 1] par légalité f (x) = 1 — x. Alors f est une bijection. 

Donc [0, 1) — (0, 1] et la transitivité de la relation — montre que [0, 1] — (0, 1] 

Autrement dit (0, 1), [0, 1) et (0, 1} ont pour cardinal c, 

Démontrer que chacun des intervalles suivants a la puissance du continu, c’est-à-dire a 

pour cardinal c : [a, b],{(@, b), [a, b) et (a, b]. Ici a < b. 

Solution : 

Définissons quatre appplications (notées ici par la même lettre f) par l’équation f (x) = a + (b -a)x 

[0,1] 5 [o,b] (0,1) 5 a,0). = (0,1) (ab).  (0,1] +, (a,b] 

Chacune de ces applications est une bijection. Donc en utilisant le problème qui précède et la 

proposition 3.1, chacun des intervalles considérés est équipotent à [0, 1], c’est-à-dire a pour cardinal c. 

Démontrer le théorème 3.6 : Le segment À = [0, 1]n’est pas dénombrable. 

Solution : 

Première méthode. Supposons le contraire ; alors 

A RL nd nr 

c’est-à-dire les éléments de À peuvent être écrits sous forme d’une suite. 

Tout élément de À peut s’écrire sous une forme décimale infinie de la manière suivante : 

X1 — 0, di di2 13 --- in --- 

Lo — 0, oi A2 og ... on --- 

X3 — 0, da U32 A33 - .. in --- 

En — 0, An1 An2 An3 Znn 

où a, € {0, 1,..., 9} et où chaque nombre décimal contient un nombre infini d'éléments différents 

de zéro, c’est-à-dire dans le cas d’un nombre admettant deux développement décimaux, comme par 
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exemple, 

1/2 = 0,5000 ...=— 0,4999... 

nous choisissons d’écrire ce nombre de telle façon que son développement décimal ne contienne qu’un 

nombre fini de décimales différentes de 9. 

Construisons maintenant un nombre réel 

YEZ 0,0) 02 bee 

appartenant à À de la façon suivante : on choisit b1 tel que b, fa,, et b, À 0, puis b, tel que 

b?Æa,,etb, # 0, etc. 
On observera que y # x, puisque b, #4a,,, y F x, puisque b, # a,,, etc., et finalement que 

y F x, pour tout rn EN Donc le nombre y € 4, ce qui est impossible. Ainsi hypothèse faite : À est 

dénombrable a conduit à une contradiction. L'ensemble À = [0, 1] est donc dénombrable. 

Deuxième méthode. Supposons le contraire. Alors, comme dans la première méthode. 

ANT {a4, Lo, La, 5 5 "+ 

Construisons maintenant une suite d’intervalles fermés de la façon suivante. Considérons les trois 

intervalles suivants inclus dans À = [0, 1], 

(0,3, [44, [81 (1) 

ayant chacun une longueur +. Le nombre x, ne peut appartenir à la fois aux trois intervalles. Soit 

1, = [a;, b,] l’un des intervalles (1) qui est tel que x, € Z;. 

Considérons maintenant les trois intervalles suivants inclus dans 7, = [a,, b;], 

fa, ati, [atkha+2, [a +2, b:l (2) 

ayant chacun une longueur = Comme précédemment, soit Z, l’un des intervalles (2) qui est tel que 

X3 12. 

En poursuivant de la même façon ces opérations, nous obtenons une suite d’intervalles fermés 

Tee EE (8) 

qui sont tels que x, € 1, pour tout n E N. À l’aide du théorème des intervalles fermés emboités (voir 

appendice A) sur la droite réelle, on voit qu’il existe un nombre réel y € À = [0, 1] tel que y appar- 

tienne à tout intervalle de (3). Mais 

y € À = {x1,22, ...} implique Y = Tm ou mo € N 

Alors par construction y = x,,8 € lo Ce qui est en contradiction avec le fait que y appartient à 

chacun des intervalles (3). Ainsi notre hypothèse consistant 4 supposer que À est un ensemble dénom- 

brable a conduit à une contradiction. Autrement dit, À est non dénombrable. 

Démontrer le théorème (Schroeder-Bernstein) 3.8 : Soient X D Y > X, et X = Xe 
Alors X — Y. 

Solution : 

Puisque X — X,, il existe une application f : X + X, qui est une biection. Or X D Y ; doncla 
restriction de f à Ÿ que nous noterons aussi f est injective. Ainsi Ÿ est équipotent à une partie de 
Alert el; où 

XD XI > 

et f: Ÿ > Y, est une bijection. Mais maintenant Y D X 1 ; en suivant le même raisonnement que 
précédemment, il existe un ensemble X, équipotent à X, et donc à X tel que 

MDTY.2 À 2Y192% 

et il existe une application f: X, > X 2 qui est une bijection. Par conséquent, il existe une suite 
d’ensembles X,, X,, X3... tous équipotents et une autre suite d’ensembles Y,, Y,, Y,,... tous. 
équipotents, ces deux suite étant telles que : 
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D TEA pe No) Fo Dire 

Soit ER EC AN A ONE NX NY, 0 : 

Alors OS D'UN) UE NT) UQUP 

d'OS ON S'ONT AUN D CES PRES PR ES LIREERUE 

Notons en outre que CNE AN ED) CN) 

De façon explicite, l’application f : (Xn NY») ? (Æn+1 NX Yn+1) est une bijection. 

Considérons alors l'application g : À > Y quiest définie à l’aide du diagramme suivant : 

x 

Y 

en d’autres termes É f(x) Si xEX; X\Y;,ouxEX Y 

- JO x si xEYi\X;ouxEB 

La fonction g ainsi construite est une bijection donc X — Y. 

16. Démontrer le théorème (Cantor) 3.10 : Le cardinal de l’ensemble © (A) des parties d’un 

ensemble arbitraire À est supérieur à celui de À, i.e. pour tout ensemble À, on a 

# (A) < # (P (A)). 

Solution : 

L'application g : A > ® (4) aui assigne à chaque élément À € À le singleton {a} i.e. g (a) = {a} 

est injective ; donc À = P(A). 

Si nous prouvons que À n’a pas la même puissance que P (A), le théorème sera démontré. Sup- 

posons le contraire, i.e. il existe une application f:A >æ (A) qui est une bijection. Appelons un 

élément a € À un “mauvais” élément si a n’appartient pas à l’ensemble qui est son image i.e. si a € f (a). 

Soit B l’ensemble des ‘“mauvais” éléments, i.e.,B = {x:xEA4,x@& f(x)} 

L'ensemble B est une partie de À, donc BE ® (A). Puisque l’application f : À > æ (4) est surjec- 

tive, il existe b € À tel que f (b) = B. La question qui se pose est alors : b est-il “mauvais” ou “bon” ? 

SibEB, alors par définition de B, bÆ f (b) = B ce qui est une contradiction. De manière analogue, si 

b Œ B, alors bE f(b) = B ce qui est aussi une contradiction. Donc l’hypothèse de départ : 4 — (4) 

nous a conduit à une contradiction. Par conséquent À — ® (4) est faux et le théorème est vrai. 

ENSEMBLES ET SOUS-ENSEMBLES ORDONNES 

LT Soit N l’ensemble des entiers positifs. Tout couple de nombres a, a EN peut s’écrire 

d’une manière unique sous la forme 

a = 2'(28+1), a’ = a”(as’ +1) 

oùr,r',8,8 EN = {0,1,2,8,...}. Ordonnons N comme suit : 

a<a si r<r'ousi r=7r et s<s 
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19. 
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Insérer le symbole exact, = ou ?, entre chacun des couples de nombres suivants. (Ici 

x 7 yssiy> X.) 

(62218 0) 6 0 20 iv) dd ot 
Solution : 

Les éléments de N peuvent être classés selon le tableau suivant : 

En utilisant ce tableau, on voit que si deux nombres sont sur des lignes différentes le plus petit 

est celui qui est sur la ligne supérieure et que si deux nombres sont sur la même ligne celui qui est à 

gauche est plus petit que celui qui est à droite. Par conséquent : 

(i) 5<14, (ii) 6>9, (ii) 3<20, (iv) 14 > 21 

Soit À = {a, b, c} un ensemble ordonné conformément au 
diagramme ci-contre. Notons c4 la famille de tous les sous- ë 
ensembles non vides totalement ordonnés de À. Munissons c4 A A 
de l’ordre induit par la relation d’inclusion entre ensembles. 
Construire le diagramme correspondant à l’ordre de c4. 

Solution : 

Les sous-ensembles totalement ordonnés de À sont : {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}. Puisque cA est 
ordonné par la relation d’inclusion entre ensembles, le diagramme cherché est 

{a, b} {a, c} 

{b} {a} {c} 

Soit À = {2, 3,4,...} = N — {1}, ordonnons À par la relation ‘“‘x divise y”. (i) déter- 
miner les éléments minimaux de À. (ii) Déterminer les éléments maximaux de À. 

Solution : 

(i) SipEA est un nombre premier, le seul diviseur de p est p (car 1 € À) ; donc tous les nombres 

premiers sont des éléments minimaux. En outre, si a € À n’est pas premier, il existe b € À tel 

que b divise a, i.e. b—.a ; et donc a n’est pas minimal. Autrement dit, l’ensemble des éléments 

minimaux est identique à l’ensemble des nombres premiers. 

(üi) Il n’existe pas d’élément maximal car par exemple, pour tout a € À, a divise 2a. 

Soit B = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 10} muni de la relation d’ordre “x est un multiple de y”. 
(i) Trouver tous les éléments maximaux de B. (ïi) Trouver tous les éléments minimaux 
de B. 

Solution 

Construisons le diagramme correspondant à l’ordre de B : 

" Ni tou 
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(i) Les éléments maximaux sont 2, 3 et 5. (äi) Les éléments minimaux sont 6, 8,9 et 10. 

21. Soit W = {1,2,...,7, 8} ordonné comme suit : 

Considérons le sous-ensemble V = {4, 5, 6} de W. (i) Déterminer l’ensemble des 

majorants de V. (ii) Déterminer l’ensemble des minorants de V. (iii) sup (V) existe-t-il ? 

(iv) inf (V) existe-t-il ? 

Solution : 

(i) Chaque élément de l’ensemble {1, 2, 3}, et seulement ces éléments, majore les éléments de . Les 

majorants de F sont donc 1, 2 et 3. 

(ii) Les éléments 6 et 8 sont les seuls minorañts de V ; donc {6, 8} est l’ensemble des minorants de F. 

(ii) Puisque 3 est le plus petit élément de l’ensemble des majorants de V, sup (V) — 3. On notera que 

3EF. 

(iv) Puisque 6 est le plus grand élément de l’ensemble des minorants de F, inf (F) = 6. On notera que 

6EF. 

22 Soient «4 une famille d’ensembles ordonnée par inclusion et 2 une sous-famille dec. 

(i) Montrer que si À €cA est un majorant de 2 , alors U{B:B€E}CA. (ii) L’en- 

semble U{B:BES}) est-il un majorant de 8? 

Solution : 

(i) Si xe U{B:BEB} alors 3BEB tqrEB, Or À est un majorant de 3; donc Bç © À 
et par conséquent x € A.Ainsi, U{B:BEB}cA. 

(üi) Bien que æ soit une sous-famille de c4, la réunion des éléments de 3, 1.e. U{B:BES}, n’ap- 

partient pas nécessairement à 4. Autrement dit, U{B:B€‘%} est un majorant de B, si et 

seulement si cette réunion appartient à cA4. 

APPLICATIONS DU LEMME DE ZORN 

23. Soit X un ensemble ordonné. Montrer qu’il existe un sous-ensemble totalement ordonné 

de X qui n’est strictement inclus dans aucun autre sous-ensemble totalement ordonné 

de X. 

Solution : 

Soit 4 la famille de tous les sous-ensembles totalement ordonnés de X. Ordonnons c4 par 

inclusion. Nous voulons prouver, à l’aide du lemme de Zorn, que c4 possède un élément maximal. Sup- 

posons que = {B,:i€ I}soit une sous-famille totalement ordonné de c4. Posons À = U{B;:1€l}. 

Observons que B; C X pour tout B;,€ 3 implique AC X. 

Montrons maintenant que À est totalement ordonné. Soient a, b € À ; alors 

3B, B,€B tels que a€ B;, bE B4 

Or 3 est totalement ordonné par la relation d’inclusion entre ensembles ; donc par exemple B; C B;. 

par conséquent a, b € B,. Puisque le sous-ensemble B, de X est totalement ordonné ona:oua 2bou 

b 2 a. Ainsi le sous-ensemble À est totalement ordonné et donc 4 € c4. 

Or B,C A pour tout B,€SB; et donc À est un majorant de 3. Puisque tout sous-ensemble tota- 

lement ordonné dec4 possède un majorant, le lemme de Zorn permet de conclure que e4 possède un 
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élément maximal, c’est-à-dire un sous-ensemble totalement ordonné de X qui n’est strictement inclus 

dans aucun autre sous-ensemble totalement ordonné de X. 

Soit R une relation de À dans B, i.e. R € À x B. Supposons que le domaine de R soit 

A. Démontrer qu’il existe un sous-ensemble f* de R tel que f* définisse une application 

de À dans B. 

Solution : 

Soit A la famille de tous les sous-ensembles de R tels que tout fEc4 définisse une application d’un 

sous-ensemble de À dans B. Ordonnonse4, par inclusion. Observons que si f: A, > B est un sous- 

ensemble de g : 4, > B alors À, C À,. 

Supposons maintenant que B = {f; : À; > B};er soit un sous-ensemble totalement ordonné 

de 4. Alors (voir problème 44) f = U;f; est une application de U;4; dans B. En outre, f C R. Par 

conséquent f est un majorant de 8. Donc d’aprés le lemme de Zorn, 4 possède un élément maximal 

f*:A%* — B. Si nous montrons que A* = À, le théorème sera démontré. 

Supposons À * # À. Alors 34€ A t.q. aŒA*. Mais par hypothèse le domaine de R est À ; donc 

il existe un couple (a, b) € R. Alors f*U {a, b)} est une application de A* U {a} dans B, ce qui 

contredit le fait que f * est un élément maximal de 4. Donc 4* = À, et le théorème est prouvé. 

PROBLEMES SUPPLEMENT AIRES 

ENSEMBLES EQUIPOTENTS, CARDINAUX 

25. 

26. 

11e 

28. 

29: 

30. 

Montrer que tout ensemble infini est équipotent à un sous-ensemble propre de lui-même. 

Montrer que si À et B sont dénombrables, alors À x B est dénombrable. 

Montrer que l’ensemble des points du plan R? ayant des coordonnées rationnelles est dénombrable. 

Un nombre réel x est dit transcendant s’il n’est pas algébrique, c’est-à-dire x n’est solution d’aucune 

équation polynômiale 

p(x) =" ag + ax Free Eanxm = 0 

à cœfficients entiers (cf. problème 5). Les nombres ñ et e sont des exemples de nombres transcendants. 

(i) Montrer que l’ensemble T des nombres transcendants n’est pas dénombrable. 

(ü) Montrer que T a la puissance du continu, c’est-à-dire a pour cardinal c. 

On définit la multiplication des cardinaux de la façon suivante : 

#(A) #(B) = #(4 X B) 

(i) Montrer que cette opération est bien définie, c’est-à-dire 

#(A) = #(4') et #(B) — #(B') implique #(A) #(B) = #(4') #(B") 

ou, ce qui est équivalent À — 4’ et B - B’ implique (A X B) — (A' x B') 

(üi) Vérifier que : (4) Nono = Nw (db) Ne =e, (ce) ec = c. 

On définit l’addition des cardinaux de la façon suivante : 

#(A) + #(B) = #(4 X {1} U B X {2}) 

(i) Montrer quesi ANB = O, alors #(AÀ) + #(B) = #(AUB). 

(ii) Montrer que cette opération est bien définie, c’est-à-dire 

#(A) = #(4') et #(B) = #(B') implique #(A) + #(B) = #(4') + #(B') 
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32. 

33. 

34. 

35; 
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On définit l’exponentiation des cardinaux de la façon suivante : 

RAA Le FUI LAB = A)) 

(i) Montrer que si #(A) = m et #(B) = n sont des cardinaux finis, alors 

c’est-à-dire dans le cas de cardinaux finis, l’'exponentiation correspond à l’élévation usuelle d’un 

nombre entier positif à une certaine puissance. 

(äi) Montrer que cette opération est bien définie, c’est-à<ire, 

#(4)= #(4") et #(B) = #(B’) implique #(4)#B) = #(4')#(B9 

(iü) Démontrer que pour tout ensemble A,ona #(P(A)) = 2#(4), 

Considérons la relation d'équivalence — définie dans R par : x y ssix — y est rationnel. Déterminer 

le cardinal de l’ensemble quotient R/--. 

Montrer que le cardinal de l’ensemble des applications de [0, 1] dans R est 2 

Montrer que les deux formes du théorème de Schroeder-Bernstein 3.8 sont équivalentes : 

(i) Si A<B et B<A, alors À - B. 

HORS A UNeL Xi alors Xe CEE 

Démontrer le théorème 3.9 : Etant deux ensembles quelconques À et B, alors, ou À  B ou 4 Bou 

B = A. (Indication : utitiser le lemme de Zorn.) 

ENSEMBLES ET SOUS-ENSEMBLES ORDONNES 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

Soient À = (N, <) l’ensemble des entiers positifs muni de l’ordre naturel et B = (N,2>) l’ensemble des 

entiers positifs muni de l’ordre inverse. Notons À x B l’ensemble N x N muni de l’ordre lexicographique 

correspondant aux ordres définis respectivement sur À et B. Insérer le symbole exact, ou z-, entre 

chacun des couples de nombres suivants de N x N. 

(i) (8,8)(1,1), (Gi) (2,1) (2,8), (iii) (8,3) (8,1), (iv) (4,9) (7, 15). 

Soit X = {1,2, 3, 4, 5, 6}, ordonnons X à l’aide du diagramme ci-contre. 1 

Considérons le sous-ensemble À = {2,3,4} de X. (i) Trouver les éléments 

maximaux de X. (ii) Trouver les éléments minimaux de X. (iii) Déterminer 2 

si X possède un plus petit élément. (iv) Déterminer si À possède un plus û rs Fr 

grand élément. (v) Trouver l’ensemble des majorants de À. (vi) Trouver À 

l’ensemble des minorants de A. (vii) Sup (4) existe-t-il ? (viii) Inf(4) St 

existe-t-il ? 

Considérons l’ensemble des nombres rationnels Q, muni de l’ordre naturel, et le sous-ensemble 

A={xX:xE0, x° < 3} de Q. (i) L'ensemble À est-il borné supérieurement ? (äi) Inférieurement ? 

(ii) Sup(A) existe-t-il ? (iv) Inf (4) existe-t-il ? 

Soient N, l’ensemble des entiers positifs, muni de l’ordre ‘x divise y” et À C N. (i) Inf(4) existe-t-il ? 

(ii) Sup(4) existe-t-il ? 

Montrer que tout ensemble ordonné fini, possède un élément maximal. 

Construire un ensemble ordonné possédant exactement un élément maximal mais ne possédant pas de 

plus grand élément. 

Montrer que si R est un ordre sur À, alors R°=1 est aussi un ordre sur À. 
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LEMME DE ZORN 

43. 

44. 

45. 

46. 

32. 

36. 

37. 

38. 

39. 

41. 

Considérons la “démonstration” de l’assertion suivante : Il existe une partie finie de l’ensemble des 

entiers positifs N qui n’est strictement incluse dans aucune autre partie finie de N. 

Démonstration. Soit «4 la famille de tous les sous-ensembles finis de N. Ordonnons e4 par inclusion. 

Soit maintenant = {B; : i € 1} une sous-famille dee4 qui est totalement ordonné. Posons À = U;B;. 

Pour tout i€ 1, on a B; € À ; par conséquent À est un majorant de &. 

Puisque tout sous-ensemble de «4 qui est totalement ordonné possède un majorant, le lemme de 

Zorn permet d’affirmer que <4 possède un élément maximal, c’est-à-dire une partie finie de N qui n’est 

strictement incluse dans aucune autre partie finie de N. 

Question : L’assertion de départ étant trivialement fausse, déterminer le point où la démonstration qui 

prècéde est fausse. 

Démontrer la proposition suivante que l’on a utilisée pour résoudre le problème 24 : Soit {f; : A; > B} 

une famille d’applications qui est totalement ordonnée par inclusion. Alors U;f, définit une application 

de U;4; dans B. 

Prouver que les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) (Axiome du choix.) Le produit [[{A;:1€ 1} d’une famille non vide d’ensembles non vides est 

non vide. 

(äü) Soit c4 une famille non vide de sous-ensembles disjoints non vides, alors il existe un sous-ensemble 

BC U{A:4A € cA}tel que l'intersection de B et de chaque ensemble À € cA soit formée d’exacte- 

ment un élément. 

Montrer que si tout sous-ensemble totalement ordonné d’un ensemble ordonné X possède un minorant, 

alors X possède un élément minimal. 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 
c 

(G) =, Gi) >, (Gi, Gv) = 

() {1}: (Gi {5,6}; (ii) Non; (iv) Oui, 1 ; (v) {1,2}; (vi) {5,6}; (vi) Oui, 2 ; (viüi) Non. 

(i) Oui, (ü) Non, (iü) Non, (iv) Non. 

(D  Inf(4) existe ssi A Æ Q. (ïü) Sup (4) existe ssi À est fini. 

a 

192 —23—>4— : :: 

Ici a est maximal mais n’est pas un plus grand élément. 



CCE 

CHAPITRE 4 

Topologie de la droite et du plan 

LA DROITE NUMERIQUE REELLE 

L'ensemble des nombres réels noté R joue un rôle très important en mathématiques, parti- 

culièrement en analyse. D'ailleurs, plusieurs notions de topologie générale ont été obtenues à 

partir des propriétés des nombres réels. L'ensemble R peut être caractérisé par le fait que cet 

ensemble est un corps ordonné archimédien complet. Ces notions sont rappelées dans l’appen- 

dice. Ici nous utiliserons la relation d’ordre pour définir la “topologie usuelle” de R. 

Nous admettrons que la représentation géométrique de R au moyen des points de la droite 

est familière au lecteur. Comme dans la figure 4.1, on choisit un point appelé origine pour 

représenter 0 puis un autre point situé en général à la droite du premier pour représenter 1. Il 

existe alors une correspondance naturelle entre les points de la droite et les nombres, c’est-à-dire 

que chaque point représente un nombre réel unique et que chaque nombre réel est représenté 

par un point unique. Pour cette raison nous parlerons de la droite comme de la droite numérique 

réelle ou de l'axe réel. De plus nous utiliserons les mots point et nombre de façon interchan- 

geable. 

ENSEMBLES OUVERTS DE R 

Soit À un ensemble de nombres réels. Un point p € À est un point intérieur de À ssi p 

appartient à un intervalle ouvert S, contenu dans À : 

p E Sp C À 

L'ensemble À est un ouvert (ou U ouvert) si chacun de ses points est un point intérieur. (La 

signification de U dans l’expression U ouvert apparaîtra au chapitre suivant.) 

Exemple 1.1: Un intervalle ouvert À = (a, b) est un(ensemble) ouvert, puisqu'on peut choisir S, — À 

pour chaque p € À. 

Exemple 1.2: La droite réelle R elle-même est ouverte puisque tout intervalle ouvert S, est un sous- 

ensemble de R, c’est-à-dire pES, C R. 

Remarquons qu’un ensemble n’est pas ouvert ssi il existe un point de l’ensemble qui n’est 

pas un point intérieur. 

Exemple 1.3: l’ensemble fermé B = [a, b] n’est pas un (ensemble) ouvert puisque tout intervalle conte- 

nant a ou b contient des points extérieurs à B. Ainsi les extrémités a et b ne sont pas des 

points intérieurs à B. 

Exemple 1.4: L’ensemble @ est un ouvert puisqu'il n’y a aucun point de ® qui ne soit pas un point 

intérieur. 
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Exemple 1.5 : Les intervalles infinis ouverts, c’est-à-dire les sous-ensembles de R définis et notés par 

{x:&zER, x >a} = (ax), {x:xER, x <a} = (—«,a), 

{&:xæER} =R = (—®,«) 

sont des intervalles ouverts. Par contre, les intervalles infinis fermés, c’est-à-dire les sous- 

ensembles de R définis et notés par 

{x':XxER, x >= a} = [a,«), {x:xER, x < a} = (—«,a] 

ne sont pas des (ensembles) ouverts puisque a € R n’est ni un point intérieur de [a, ce) ni 

de (—, a]. 

Nous allons énoncer deux théorèmes fondamentaux au sujet des ensembles ouverts. 

Théorème 4.1 : 

Théorème 4.2 : 

La réunion d’une famille quelconque d’ensembles ouverts de R est un ouvert. 

L’intersection de toute famille finie d’ouverts est un ouvert. 

L'exemple suivant montre qu’on ne peut pas se débarrasser de la condition de finitude du 
dernier théorème. 

Exemple 1.6 : Considérons la famille des intervalles ouverts (et donc d’ouverts) 

{A = Cr, 1/n) re N}, 1.e. \(orl, 1), ee 4), (+, h, OC ch 

Remarquons que l’intersection 

n n= 1 A} = {0} 

des intervalles ouverts de la famille est constituée par le seul point 0 qui n’est pas un 

ouvert. En d’autres termes, une intersection quelconque d’ensembles ouverts n’est pas 

nécessairement un ouvert. 

POINTS D’ACCUMULATION 

Soit À un sous-ensemble de R, c’est-à-dire un ensemble de nombres réels. Un pointp € R 
est un point d’accumulation ou un point limite de À ssi tout ouvert G contenant p contient un 
point de À distinct de p ; c’est-à-dire 

G ouvert, pE G implique AN(G\{p}) <fQ 

L'ensemble des points d’accumulation de À noté A’ est appelé l’ensemble dérivé de A. 

Exemple 2.1 : 

Exemple 2.2 : 

Exemple 2.3 : 

Soit À — {1, 1/2, 1/3, 1/4, ... }. Le point O est un point d’accumulation de À puisque 

tout ensemble ouvert G tel que 0 € G contient un intervalle ouvert (—a,, a3) € G avec 
— a < 0 <a, contenant des points de A. 

=1 a : —À rh tt) et 4 : 1 

Notons que le point limite O n’appartient pas à À. Notons également que À ne contient 
pas d’autre point limite ; ainsi l’ensemble dérivé de À est le singleton {0} ; c’est-à-dire que 
A = {0} 

Considérons l’ensemble Q des nombres rationnels. Tout nombre réel p € R est un point 
limite de Q puisque tout intervalle contient des nombres rationnels, c’est-à-dire des points 
de Q. 

L’ensemble des entiers relatifs Z = {. ..,—2,—1,0,1,2,...}n'a pas de point d’accu- 
mulation. En d’autres termes l’ensemble dérivé de Z est l’ensemble vide ®. 

Remarque : Le lecteur ne doit pas confondre la notion de ‘‘point limite d’un ensemble” avec la 
notion différente bien que voisine de “limite d’une suite”. Quelques-uns des pro- 
blèmes résolus ainsi que des problèmes supplémentaires feront apparaître je rapport 
existant entre ces deux notions. 
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THEOREME DE BOLZANO-WEIERSTRASS 

L’existence ou non de points d’accumulation pour différents ensembles est une question 
importante de topologie générale. Tous les ensembles, même infinis comme dans l’exemple 2.8, 
n’ont pas de point limite. Il existe cependant un cas général important où la question de savoir 
si l’ensemble a ou non un point d’accumulation admet une réponse positive. 

Théorème (Bolzano-Weierstrass) 4.3 : soit À un ensemble infini borné de nombres réels, alors A 
admet au moins un point d’accumulation. 

ENSEMBLES FERMES 

Un sous-ensemble À de R, c’est-à-dire un ensemble de nombres réels, est un (ensemble) 
fermé ssi sont complémentaire ÀA° est un ouvert. Un (ensemble) fermé peut être également 
décrit en partant de la notion de point d’accumulation. 

Théorème 4.4 : Un sous-ensemble de R est fermé ssi À contient chacun de ses points d’accu- 
mulation. 

Exemple 3.1: L'intervalle fermé [a, b] est fermé puisque son complémentaire (—®, a) U (b,«), est 

ouvert comme réunion de deux intervalles infinis ouverts. 

Exemple 3.2: L’ensemble À — 1,555 ...}n’est pas fermé puisque, comme on l’a vu dans l’exemple 

2.1, 0 est un point limite de À qui n’appartient pas à À. 

Exemple 3.3: L'ensemble vide @ et la droite R tout entière sont des fermés puisque leur complémen- 

taire, respectivement R et ®, sont des ouverts. 

Des ensembles peuvent être ni ouverts ni fermés comme on peut le voir dans l’exemple 

suivant. 

Exemple 3.4: Considérons l’intervalle semi-ouvert À = (a, b]. Notons que À n’est pas ouvert puisque 

b € A n’est pas un point intérieur à À et qu’il n’est pas fermé puisque a € À maïs est un 

point limite de À. 

THEOREME DE HEINE-BOREL 

L'une des propriétés les plus importantes d’un intervalle fermé borné est donnée dans le 

théorème suivant. On dit qu’une famille d’ensembles e4 = {A;} est un recouvrement d’un 

ensemble À ou recouvre À si À est contenu dans la réunion des ensembles de la famille c4; 

i.e. À C U, A, 

Théorème (de Heine-Borel) 4.5 : Soit À ={[c, d] un intervalle fermé borné et soitG = {G,:i€l} 

une famille d’intervalles ouverts recouvrant À, i.e. À C U, G,;, 

alors G contient une sous famille finie {G; , ...,G;, } qui 
/ , De 1 m 

recouvre également À, c’est-à-dire 

A CG: LG 0 re COR 

Les deux conditions d’être fermé et borné doivent être vérifiées par À pour que le théorème 

soit vrai. Nous allons le montrer dans les deux exemples suivants. 

Exemple 4.1: Considérons l'intervalle ouvert À — (0, 1). Remarquons que la famille 

1 1 

d’intervalles ouverts recouvre À, 

A C4, D U 4, D LU DU ::: 
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= Ga 

ac 
TT (Ge 

s ent 9 G, 
1 d—— 

en À 
u D 

Mais il n’y a pas de sous-famille finie de G dont la réunion contienne À. 

Exemple 4.2: Considérons l’ensemble infini fermé À = [1, ©). La famille 

= {(0,2), (1,3), (2,4), ...} 

d’intervalles ouverts recouvre À, mais ce n’est le cas d’aucune sous-famille finie. 

SUITES 

On appelle suite, notée 

(81,82, :..), (Sn: EN) ou (81) 

une application dont l’ensemble de départ est N = {1, 2, 38,...},i.e. une suite associe un points, à 
chaque entier positif n € N. L’images, ous (n) de n € N est appelée le n-ième terme de la suite. 

Exemple 5.1 : Les suites 

(8n) = (1,8,5,...), (tn) = (—4,k,-h5...) (us) = (1,0,1,0,...) 

peuvent être respectivement définies par les formules 

1 sin est impair 
sn) = 2n—1, t(n) = (—1)7/27, u(n) = 4( + (—1)7+1) = { 

0 si nest pair 

Une suite (s, : n € Nj) est dite bornée si son image {s, : n € N} est un ensemble borné. 

Exemple 5.2 : Considérons les trois suites de l'exemple 5.1.  . de \s”7 est 119,9, .} ; ainsi 

(s,) n’est pas une suite bornée. L'image de (+, ) est “2 5) nee 27 .} qui est bone ainsi 
(ee ) est une suite bornée. L'image de (u,,) est l'ensenible fini {0° Tate (u,) est aussi une 
ue bornée. 

Remarquons que (s,:n€N) désigne une suite et est une application. D’autre part 
{s, : n € N} désigne l’ image de la suite et est un ensemble. 

SUITES CONVERGENTES 

La définition usuelle d’une suite convergente est énoncée de la façon suivante : 

DEFINITION: La suite (a,, a,, ...) de nombres réels converge vers b € R, ou de façon équiva- 
lente, le nombre réel b est la limite de la suite (a, : n € N) ce qui se note 

limas = b,  lima, = tb ou a, 0 
1 =—+ 0 
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si pour tout € > O il esiste un entier positif n, tel que 

n > implique Ja -b|l<e 

+ Remarquons que |a, — bi < € signifie que b — e <a, < b + € ou, de façon équivalente, 
que a, appartient à l'intervalle ouvert (b —€e, b + €) contenant b. De plus, puisque chaque 
terme au-delà du n,-ième se trouve à l’intérieur de l'intervalle (b — €, b + €), seuls les termes 
précédant a, , lesquels sont en nombre fini, peuvent se trouver en dehors de l’intervalle 
(b — €, b + €). Ainsi on peut ré-énoncer la définition précédente de la manière suivante. 

DEFINITION: La suite (a, :n € N) converge vers b si tout intervalle ouvert contenant b 
contient presque tous les termes de la suite, c’est-à-dire tous sauf un nombre 

fini. 

Exemple 6.1: Une suite constante (a,, 4,, 40,...) telle que(1,1,1,...)ou(-3, —3, —3,.. .) converge 

vers 4, puisque chaque ouvert contenant a; contient tous les termes de la suite. 

Exemple 6.2 : Chacune des suites 

,4,4,# :..), (1,0,4,0,4,0,4,0,...), (,—#, À, —#, ...) 

converge vers O0 puisque tout intervalle contenant 0 contient presque tous les termes de 

chacune de ces suites. 

Exemple 6.3: Considerons la suite ee à à . —. ...), Le. la suite 

1 : : 
2m+2D72 si n est par 

ds = 
1 : : : 

1— Sun sin est impair 

Les points de cette suite sont représentés ci-dessous : 

0 1 1 3 1 
4 2 4 

Remarquons que tout intervalle ouvert contenant 0 ou 1 contient une infinité de termes 

de la suite. Cependant ni 0 ni 1 ne sont limites de la suite. Remarquons cependant que O0 

et 1 sont des points d’accumulation de l’image de la suite, c’est-à-dire de l’ensemble 
LAS NT 7 } 
Grandigr 8 à ie 

SOUS-SUITES 

Considérons une suite (a, a, &3, . . .) si G,) est une suite d’entiers positifs tels que 

PE 7 diOTS 
(dis Di is ee 2) 

est appelée une sous-suite de (a, : n € N). 

Exemple 7.1: Considérons la suite (eat, D 3; 5 ...) Notons que (1, . , Es ...) est un sous- 

suite de (a,) mais que G; 1 L 1, + _ ...) n’en est pas une puisque 1 apparaît avant 

7 dans la suite initiale. 

Exemple 7.2: Bien que la suite G ë, F 3 ...) de l'exemple 6.3 ne converge pas, elle possède des 

: Et 13e Lo 
sous-suites convergentes telles que (>, 3, 3 56»: : - ) et Fos AR one .). Par contre, la 

suite (1, 3, 5,...) ne possède pas de sous-suite convergente. 

Comme on le voit dans l’exemple précédent, une suite peut présenter ou non des sous- 

suites convergentes. Il existe cependant un cas très important ou cette question est tranchée 

de manière positive. 



58 Chapitre 4/Topologie de la droite et du plan 

Théorème 4.6 : Toute suite bornée de nombres réels contient une sous-suite convergente. 

SUITES DE CAUCHY 

Une suite (a,:n€N) de nombres réels est une suite de Cauchy si pour tout e > 0 il 
existe un entier positif n, tel que : : 

n,m > no implique [ar — 4m] < € 

En d’autres termes, une suite est une suite de Cauchy ssi les termes de la suite se trouvent à une 

distance arbitrairement petite les uns des autres quand n devient grand. 

Exemple 8.1: Soit (a,:b€N ) une suite de Cauchy d’entiers relatifs, c’est-à-dire une suite où chaque 

terme appartient à Z = {..,—1,0, 1,...}. Alors la suite doit être de la forme 

(di, ns +. An b,b,b, ...) 

la suite est constante au-delà du n,-ième pour un certain n,. En effet si on choisit € — - 

Andm E Zet a, —-anl < 4 implique a, = a» 

Exemple 8.2: Nous allons démontrer que toute suite convergente est une suite de Cauchy. Soit a, > b 

et soit € > 0. Alors il existe n, € N assez grand pour que 

n>n, implique la, =b|<S € et m>n, implique |a,, -b|<Te 

Par conséquent n. m > n, implique 

lan — Am] = la, —-b+b—a| = lan — b| + |b— al < de + de = 

Ainsi (a,,) est une suite de Cauchy. 

CARACTERE COMPLET 

Un ensemble À de nombres réels est dit complet si toute suite de Cauchy (a, € À :n € N) 
de points de À converge vers un point de À. 

Exemple 9.1: L'ensemble Z = {... , —2, —1, 0, 1, 2, ...} des entiers relatifs est complet. En effet, 

comme on l’a vu dans l’exemple 8.1, une suite de Cauchy des points de Z est de la forme 

(dr, 1... An D, D, 5,7...) 

laquelle converge vers le point bE Z. 

Exemple 9.2 : L’ensemble Q des nombres rationnels n’est pas complet. En effet on peut choisir une suite 

de nombres rationnels, tels que {1 ; 1,4; 1,41 ; 1,412 ;.. .) qui converge vers le nombre 

réel N/2 lequel n’est pas rationnel, i.e. n’appartient pas à Q. r 

Une propriété fondamentale de l’ensemble des nombres réels R tout entier est que R est 
complet. À savoir. 

Théorème (de Cauchy) 4.7 : Toute suite de Cauchy de nombres réels converge vers un nombre 
réel. 

FONCTIONS CONTINUES 

La définition usuelle avec € et Ô d’une fonction continue est énoncée ci-dessous comme 
suit : 

DEFINITION: Une fonction f : R > R est continue en un point X, Si pour tout e > O il exite 
un Ô > 0 tel que 

[X—%0| < 8 implique f(x) — f(xo)| < € 
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La fonction f est une fonction continue si elle est continue en tout point. 

Observons que |x —x, | < ô signifie que x, — ô <x <x, + Ô ou, de façon équivalente, 

que x appartient à l’intervalle ouvert (x, — ô,x, + ô). De manière analogue, [f(x) —f(x,)|<E€ 

signifie que f (x) appartient à l'intervalle ouvert (f (x,) — €, f (x) + €). Ainsi l’assertion 

x —%o <8 implique  |f(x) — f(to)| < e 

est équivalente à l’assertion 

x E(xo—5,zo+5) implique f(x) € (f(xo) — e, f(xo) +0) 

laquelle est équivalente à l’assertion 

f[(Go— 5, ïo+8)] est contenu dans  (f(x0) — e, f(to) + e) 

Ainsi on peut ré-énoncer la définition précédente de la manière suivante. 

DEFINITION : Une fonction f,:R > R est continue en un point p ER si pour tout ensemble 

ouvert V:,, contenant f (p) il existe un ensemble ouvert U, contenant p tel 

que f [U, CE Vo: La fonction f est une fonction continue si elle est continue 

en tout point. 

Le diagramme de Venn ci-dessous peut aider à visualiser cette définition. 

Une fonction continue peut être complètement caractérisée en termes d’ouverts de la 

façon suivante : 

Théorème 4.8 : Une fonction est continue ssi l’image réciproque de tout ouverts est un 

ouvert. 

Remarquons que le théorème 4.8 indique également qu’une fonction n’est pas continue 

ssi il existe un ensemble ouvert dont l’image réciproque n’est pas un ouvert. 

Exemple 10.1 : Considérons la fonction f:R R définie par 

ne si z<3 

fu) J&+5 si #>3 

et représentée sur le schéma ci-contre. Notons que 

l’image réciproque de l’intervalle ouvert (1, 3) est 

l’intervalle semi-ouvert (2, 3] qui n’est pas un 

ensemble ouvert. Ainsi la fonction f n’est pas 

continue. 

Nous allons à présent démontrer une propriété importante des fonctions continues à 

laquelle nous allons nous reporter ultérieurement dans cet ouvrage. 

Théorème 49: Soit f:R —> R une fonction continue définie sur un intervalle fermé [a, b]. 

Alors la fonction prend toutes les valeurs comprises entre f (a) etf (b). 

En d’autres termes, si y, est un nombre réel pour lequel f(a) <y, <F(b) ou 

f(b) < Yo <F (a), alors 
1x, ER telque a <x, <b etque f(x) — Yo 

On appelle ce théorème le théorème de la valeur intermédiaire de Weierstrass. 

Remarque : Une fonction f : R > R est dite continue sur un sous-ensemble D de R si elle est 

continue en chaque point de D. 



60 Chapitre 4/Topologie de la droite et du plan 

TOPOLOGIE DU PLAN 

On appelle disque ouvert D du plan R? l’ensemble des points situés à l’intérieur d’un cercle, 
par exemple de centre p = (a;,a,) et de rayon ô > 0, c’est-à-dire 

D = ({(&,y):(x-a)+(y-a)<8#} = (a ER : d(p,q) <38} 
: — (dy, Go) 

Ici d(p, q) désigne la distance ordinaire des deux points Ê Vs 

p = (@&,a2) et q = (b,,b:) de R? : 

d(p,Q) — V(ai—b:)? + (az — b2}? 

Le disque ouvert joue un rôle dans la topologie du plan R? 
analogue à celui que joue l'intervalle ouvert dans la topologie 
de la droite R. 

Soit À un sous-ensemble de R?. Un point p € À est un point intérieur de À ssi p appartient 
à un disque ouvert D, contenu dans À : 

ED, CA 

L’ensemble À est ouvert (ou U ouvert) ssi chacun de ses points est un point intérieur. 

Exemple 11.1 : Il est clair qu’un disque ouvert, le plan R? tout entier et l’ensemble vide Q sont des sous- 

ensembles ouverts de R2. Nous allons montrer à présent que l'intersection de deux 

disques ouverts quelconques, par exemple 

D; = {ER : d(p,,q) <6;} et Dz = {qgER? : d(p2,q) < 62} 

est également un ouvert. En effet soit p,€ D, ND, ainsi 

d(P1 Po) < 81 et d(P2, Po) < 82 

Posons r = min {61 ve d(P1, Do), ô2 a d(p», Po)} > 0 

et soit D = {GER : d(po, 9) < ir} 

Alors p, ED CD, ND,, c'est-à-dire que Po est un point intérieur de D, N 3 

Un point p € R? est un point d'accumulation ou un point limite d’un sous-ensemble À de 
R? ssi tout ouvert G contenant p contient un point de À différent de p, c’est-à-dire, 

GCR? ouvert, pEG_ implique A N(G\{p}) Z£Q 
Exemple 11.2 : Considérons le sous-ensemble suivant de R? 

A = {en :Y = sin, 2>0} 

L'ensemble À est représenté sur le schéma 
ci-contre. Remarquons que, en allant de 
droite à gauche, la courbe oscille de plus en 
plus, c’est-à-dire que les points où la courbe 
coupe l’axe Ox sont de plus en plus serrés. 
Le point p = (0, 1/2) est un point limite de 
A puisque À coupe tout disque ouvert 
contenant p (ce qu’on peut voir en précisant 
le tracé de la courbe suffisamment). En fait, 
tout point de l’axe Oy situé entre — 1 et 15 
c’est-à-dire tout point de l’ensemble 

est un point limite de À. 
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Un sous-ensemble À de R? est fermé ssi son complémentaire A° est un ouvert de R°. 

Une suite (p,, p,... ) de points de R? converge vers le point q € R° ssi tout ouvert 
contenant q contient presque tous les termes ou points de la suite. La convergence dans le plan 

R? peut être caractérisée en termes de convergence dans R comme suit. 

Proposition 4.10 : Considérons la suite (p, = (ai, b1 ), pa = (a, b2),...) de points de R? et 
le point qg = (a, b)E€ R?. Alors 

p, * q siet seulement si a, > a et b, > b 

Une application f : R? — R? est continue en un point p € R? ssi pour tout ouvert V,,,, 

contenant f (p) il existe un ouvert U, contenant p tel que f [U,] € V;(). 

Nous allons énoncer un certain nombre de théorèmes relatifs au plan R? analogues aux 

théorèmes relatifs à la droite R énoncés antérieurement dans ce même chapitre. 

Théorème 4.1* : La réunion d’un nombre quelconque d’ensembles ouverts de R° est un 

ouvert. 

* Théorème 4.2* : L’intersection de tout nombre fini d’ouverts de R? est un ouvert. 

Théorème 4.4* : Un sous-ensemble A de R? est fermé si et seulement si À contient chacun de 

ses points d’accumulation. 

Théorème 4.8* : Une application f : R? > R? est continue si et seulement si l’image réciproque 

de tout ouvert est un ouvert. 

PROBLEMES RESOLUS 

ENSEMBLES OUVERTS, POINTS D’ACCUMULATION 

1. Trouver les points d’accumulation de chacun des ensembles de nombres réels suivants : 

(i) N; (ü) (a, b]; (iü) Q°, ensemble des points irrationnels. 

Solution : 

(i) N, l’ensemble des entiers positifs, n’a pas de point d’accumulation. Car si a est un nombre réel 

quelconque, on peut trouver un Ô > 0 assez petit pour que l'intervalle ouvert (a — ô,a +ô)ne 

contienne aucun point de N distinct de a. 

(ü) Tout point p de l’intervalle fermé [a b] est un point limite de l’intervalle semi-ouvert (a, b] puisque 

tout intervalle ouvert contenant p € [a, b] contient des points de (a, b] autres que p. 

(ïüi) Tout nombre réel p € R est un point limite de Q° puisque tout intervalle ouvert contenant p € R 

contient des points de Q°, c’est-à-dire des nombres irrationnels autres que p. 

2. On rappelle que A’ désigne l’ensemble dérivé, c’est-à-dire l’ensemble des points limites 

de l’ensemble À. Trouver des ensembles À tels que (i) À et A' soient disjoints, (ii) À soit 

un sous-ensemble propre de A’, (äi) A’ soit un sous-ensemble propre de À, (iv) À = A’. 

Solution : 

(i) L'ensemble À = {1, 1/2, 1/3, ...} a 0 comme seul point d’accumulation. Ainsi A’ = {0} et À et 

A’ sont disjoints. 

(ii) Soit À = (a, b], un intervalle semi ouvert. Comme on l’a vu au problème précédent 4’ = [, b], 

l'intervalle fermé, et ainsi A € A”. 

(üi) Soit À = {0, 1, 1/2, 1/3, . . .}. Alors O qui appartient à 4 est le seul point limite de À. Ainsi 

A'= {0} et 4" CA. 

(iv) Soit À = [a, b] un intervalle fermé. Alors chaque point de À est un point limite de À et ce sont les 

seuls points limite. Alors À — AT= [a, b]. 
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# # LE # . 2 Démontrer le théorème 4.1* : La réunion d’un nombre quelconque d’ouverts de R° est 
un ouvert. 

Solution : 

Soit «4 une famille d’ouverts de R?, soit H = U{G:GEcA}, etsoit peH. Le théorème est 

démontré si on arrive à montrer que p est un point intérieur à A, c’est-à-dire à démontrer qu'il existe 

un disque ouvert D, contenant p tel que D, soit contenu dans H. 

Puisquep € H = U{G:GE cA}, 
1G EcA telque pE G 

Or Go est un ouvert, donc il existe un disque ouvert D,, contenant p tel que 

Puisque G,Q est un sous-ensemble de H = U{G:GE cA}, D, est également un sous-ensemble de A. 

Ainsi À est un ouvert. 

Démontrer que tout ensemble ouvert G du plan R? est réunion de disques ouverts. 

Solution : 

Puisque G est ouvert, pour chaque point p € G il existe un disque ouvert D, tel que p € D, CG 

Alors G = U{D,:p€ G}. 

Démontrer le théorème 4.2* : L’intersection de toute famille finie d’ouverts de R? est 
un ouvert. 

Solution : 

Nous allons démontrer le théorème dans le cas de deux ouverts de R?. Le théorème s’ensuit alors 

par récurrence. 

Soient G et H deux ouverts de R? et soit pEGNA ; alors p € G et p E H. Ainsi il existe des 

disques ouverts D, et D, tels que 

Alors pED;,nD,c GnH. D’après l’exemple 11.1, l’intersection de deux disques ouverts quel- 

conques est un ouvert ; ainsi il existe un disque ouvert D tel que 

Ainsi p est un point intérieur de G MN H et donc G N H est un ouvert. 

Démontrer que si p € G est un ouvert de R?, alors il existe un disque ouvert D de centre 
ptelquepEDCG. 

Solution : 

D’après la définition d’un point intérieur, il existe un 

disque ouvert D, = {q € R? : d(p1, 4) < ô}, de centre p, et 
rayon Ô, tel que p € D; C G. Ainsi d(p1, p) < 6. Posons 

CSS ëô — d(p;,p) > 0 

et soit D = {GER : d(p,q) < 4r} 

Alors comme il est indiqué sur le schéma, pE D CD, CG 
où D est un disque ouvert de centre p. 

Démontrer que si p est un point d’accumulation d’un sous-ensemble À du plan R?, alors 
tout ouvert contenant p contient une infinité de points de À. 
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Solution : 

Supposons que G soit un ouvert contenant p qui ne 

contienne qu’un nombre fini de points de À différents de p, 

par exemple a1,...,4am. D’après le problème précédent, il 

existe un disque ouvert Dh de centre p et par exemple de 

rayon à tel que p € D € G. Choisissons 7 > 0 inférieur à Ô 

et inférieur à la distance de p à l’un quelconque des points 

A1, ut 3 Mn à EL SO 

D = {Q€R? : d(p, a) < ir} 

Alors le disque ouvert D qui contient p ne contient pas 

4 0, ct, puisque DC D, CG, il,ne contient pas 

d’autre point de À distinct de p. 

La dernière assertion contredit le fait que p est un point d’accumulation de À. Ainsi tout ouvert 

contenant p contient une infinité de points de A. 

Remarque : La même chose est vraie de la droite réelle R, c’est-à-dire que si a € R est un point 

limite de A C R alors tout ouvert de R contenant a contient une infinité de points de 4. 

Considérons un disque ouvert quelconque D, de centre p € R? et de rayon Ô.Démontrer 

qu’il existe alors un disque ouvert D tel que (i) le centre de D ait ses coordonnées ra- 

tionnelles, (ii) le rayon de D soit rationnel, et (iü) p € DICD,: 

Solution : 

Supposons que p — (a, b). Alors il existe des nombres 

rationnels c et d tels que 

dc lel<ta ti t ‘et b <d<b+45 

Soit 4 = (c, d). Notons que d(p, q) < 1/3 Ô. A présent 

choisissons un nombre rationnel r tel que 1/3 ô <r < 2/36 ; 

et soit D le disque ouvert de centre q, de coordonnées ration- 

nelles et dont le rayon r est rationnel. Alors comme il est 

indiqué sur le schéma p € D C D, 

Démontrer que tout ouvert G du plan R2 est la réunion d’une famille dénombrable de 

disques ouverts. 

Solution : 

Puisque G est ouvert, pour chaque point p € G il existe un disque ouvert D, de centre p tel que 

p € D, € G. Mais, d’après le problème précédent, pour chaque disque D, il existe un disque ouvert 

E, tel que (i) le centre de E, ait des coordonnées rationnelles, (ii) le rayon de Æ, soit rationnel, et 

(nr EE, C D,. Ainsi 
Perse D, EG 

Par conséquent . CHE VUITE De. 

Le théorème s’ensuit à présent du fait qu’il n’existe qu’un ensemble dénombrable de disques ouverts de 

centre à coordonnées rationnelles et de rayon rationnel. 

Démontrer le théorème (de Bolzano-Weierstrass) 4.3 : Soit À un ensemble infini borné 

de nombres réels. Alors À admet au moins un point d’accumulation. 

Solution : 

Puisque À est borné, À est un sous-ensemble d’un intervalle fermé J, = [a1, b1]. Divisons l’inter- 

valle 7, en deux en 1/2 (a + b1). Notons que les deux sous-intervalles fermés de J1, 

[a 4(ai +b;)] et [&(ar + b;), bi] (1) 

ne peuvent pas chacun ne contenir qu’un nombre fini de points de À puisque À est infini. Soit 

I, = [a2, b] l’un des deux intervalles de (1) qui contient un nombre infini de points de 4. 
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A présent divisons en deux /2. Comme précédemment, l’un des deux sous-intervalles fermés 

(as, &(a> +b2)] et [&(@2 + bo), be] 

doit contenir une infinité de points de À. Appelons /; cet intervalle. 

Poursuivant ce processus on obtient une suite d’intervalles fermés emboîtés 

TD Blot 

telle que chaque intervalle 7, contienne une infinité de points de À et que 

oil, 2020 
où |Z,| désigne la longueur de l’intervalle J,,. 

D’après la propriété des intervalles emboîtés de nombres réels (voir l’appendice À), il existe un 

point p commun à chaque intervalle Z,. Nous allons montrer que p est un point limite de À et alors 

le théorème s’ensuivra. 

Soit S, — (a, b) un intervalle ouvert contenant p. Puisque lim |[/,| = 0, 

In € N telque Hg] < min(p — a, b —p) 

Alors l’intervalle T0 est un sous-ensemble de l’intervalle ouvert S, — (a, b) comme il est indiqué sur 

le schéma ci-dessous. 

nt ae 
a Pire b 

Puisque Lo contient une infinité de points de À, il en est de même de l'intervalle ouvert S,. Ainsi 

chaque intervalle ouvert contenant p contient des points de À autres que p, c’est-à-dire que p est un 

point limite de A. 

ENSEMBLES FERMES 

ET 

12. 

13. 

14. 

Démontrer qu’un ensemble F est fermé ssi son complémentaire F° est un ouvert. 

Solution : 

Notons que (Æ°)° = F ; ainsi F est le complémentaire de F°. Ainsi par définition F est fermé 

ssi F° est ouvert. 

Démontrer que la réunion d’un nombre fini de fermés est un fermé. 

Solution : 

Soient F1,...,F\ des ensembles fermés et soit F = F U...U F,,. D’après la loi de DeMorgan, 
{ 

Fe = (FU: UF) = FiNnFin:-NnFm 

Ainsi F° est l’intersection d’un nombre fini d’ouverts F ‘ et ainsi F° est également un ouvert. Ainsi son 
complémentaire F€ = F est fermé. 

Démontrer que l'intersection de toute famille de fermés est un fermé. 

Solution : 

Soit {F;} une famille de fermés et soit F = N;°F;. D’après la loi de DeMorgan, 

Fe = (ni Fÿ° = U;Fi 

Ainsi F° est la réunion d’ensembles ouverts et est donc un ouvert. En conséquence F© = Fest fermé. 

Démontrer le théorème 4.4* : Un sous-ensemble de R? est fermé ssi il contient chacun 
de ses points d’accumulation. 
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15. 

16. 

17. 
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Solution : 

Supposons que p soit un point limite d’un ensemble fermé F. Alors tout disque ouvert contenant p 

contient des points de F autres que p. Ainsi il ne peut exister de disque ouvert D,, contenant p qui soit 

complètement contenu dans le complémentaire de F. En d’autres termes p n’est pas un point intérieur 

de F°. Mais F° est ouvert puisque F est fermé ; ainsi p n’appartient pas à F°, c’est-à-dire p EF. 

Réciproquement, supposons qu’un ensemble À contienne chacun de ses points limite. Nous 

affirmons que À est fermé, ou de façon équivalente, que son complémentaire A° est ouvert. Soit 
p € A‘. Puisque À contient chacun de ses points limite, p n’est pas un point limite de 4. Ainsi il 

existe au moins un disque ouvert D, contenant p tel que D, ne contienne aucun point de À. Ainsi 

D, C AS, et donc p est un point intérieur de A°. Puisque chaque point p € À € est un point intérieur, 

A° est ouvert et donc À est fermé. 

Démontrer que l’ensemble dérivé A’, c’est-à-dire l’ensemble des points d’accumulation, 
d’un sous-ensemble arbitraire À de R° est fermé. 

Solution : 

Soit p un point limite de A". D’après le théorème 4.4*, le théorème est démontré si on montre 

que p € A1 c’est-à-dire que p est aussi un point limite de À. 

Soit G, un ouvert contenant p. Puisque p est un point limite de 4° G) contient au moins un 

point q € A' différent de p. Mais G) est un ouvert contenant q € A" ; ainsi G) contient des points de A 

(une infinité). Ainsi, 

la € À telque a#p, aq, et aeG, 

C'est-à-dire que chaque ensemble ouvert contenant p contient des points de À autres que p ; ainsi 
’ 

DS Ar 

Démontrer que si À est un ensemble fermé borné de nombres réels et si sup(A) = p, 

alors p € À. 

Solution : 

Supposons que p Æ A. Soit G un ouvert contenant p. Alors G contient un intervalle ouvert (b, c) 

contenant p, c’est-à-dire tel que b < p < c. Puisque sup (4) = pet que p Æ À, 

lac A telque b<a<p<c 

car sinon b serait un majorant de À. Ainsi a € (b, c) © G. Ainsi chaque ouvert contenant p contient un 

point de À différent de p; ainsi p est un point limite de À. Mais À est fermé ; ainsi d’après le 

théorème 4.4, p € À. 

Démontrer le théorème (de Heirie-Borel) 4.5 : 

Supposons que 1, = [c,;, d,] soit recouvert par une famille G = {(a, b,) :i€I}d'inter- 

valles ouverts. Alors G contient une sous-famille finie d’intervalles qui recouvre égale- 

lement J,;. 

Solution : 

Admettons qu’il n’y ait aucune sous-famille finie de G qui recouvre J,. Nous allons diviser en deux 

Fe [cs, di ] enz (ce, + d,)et considérer les deux intervalles fermés 

. [cry &(ci+di)] et [4(c1 + di), di] (1) 

L'un au moins de ces deux intervalles ne peut être recouvert par une sous-famille finie de GÇ , sinon 

l'intervalle J, tout entier pourrait être recouvert par une sous-famille finie de G. Soit 7, —[c2, d2] 

l’un des deux intervalles de (1) qui ne peut être recouvert par une sous-famille finie de G. On divise 

alors /, en deux. Comme précédemment un des deux intervalles fermés 

[Co 4(c2 25 do)] et [&(ce ci do), do] 

ne peut être recouvert par une sous-famille finie extraite de G. Appelons cet intervalle 7; 

On poursuit ce processus et on obtient une suite d’intervalles fermés emboîtés 7, D I, D 13 D... 

telle que chacun des intervalles Z,, ne puisse être recouvert par une sous-famille finie extraite de ç et 

telle que lim {4,1 = 0 où | Z, | désigne la longueur de l'intervalle ,. 
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D’après la propriété des intervalles emboîtés des nombres réels (voir l’appendice) il existe un 

point p commun à tous les intervalles /,. En particulier p € 1,. Puisque G est un recouvrement de 1, , 

il existe un intervalle ouvert Gi b;,) dans Ç qui contient p. Ainsi do PIS bic: Puisque lim |Z,| = 0, 

In € N tel que nl < min (p — di bi, — ?) 

Alors comme il est indiqué sur le schéma ci-dessous, l’intervalle lo est un sous-ensemble de l’intervalle 

Gi;; bc) de G. 

Lo 

: Go po y 
Mais ceci contredit le choix qui a été fait de 1,,. Ainsi notre hypothèse de départ qu’aucune 

sous-famille finie de G ne peut recouvrir J, est fausse et le théorème est démontré. 

SUITES 

18. Ecrire les six premiers termes de chacune des suites suivantes : 

: i = 1 
: n—1 sin est pair . ou . 7 

(i) sin) = ; : . (ii) fn) = ‘2 si n—=2 
n si n est pair 21) Pi a nee 

Solution : 

(i) On a utilisé deux formules pour définir cette fonction. On reporte 1, 3 et 5 dans s (n)=n —1 

pour obtenir s, — 0,5, — 2 et s$ — 4. On reporte ensuite 2, 4 et 6 dans s (n) = n? pour obtenir 

51 — 4,5, = 16ets, — 36. Ainsi nous avons (0, 4, 2, 16, 4, 36,...). 

(ii) Cette fois-ci la fonction est définie par récurrence. Chaque terme au-delà du deuxième est obtenu 

en additionnant les deux termes précédents. Ainsi : 

ty = 1 ta = tytt = 838+2 = 65 

ts = 2 ts = ttts = 5+3 = 

t3 = tb tt = 2+1 = 3 te = ty tt = 8+5 = 13 

Ainsi nous obtenons (1,2, 3,5,8,13,...). 

19. Considérons la suite (an = (—1)"-!(2n —1)): 

d,:=8,6,27,9,511,18,515;> 0) 

Etablir si chacune des suites suivantes est ou non une sous-suite de (a,, ). 

(De 09:21 6,-3,57,9, 13, 211167) / 

(ii) (Cr) (1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, ...) 

(iii) (dr) (8, 1; 11 #10: 19, 25, +) 
Solution : 

(G) Notons que 5 apparaît avant —3 dans (b,,) tandis que —3 apparaît avant 5 dans (a,,). Ainsi (b,,) 
n’est pas une sous-suite de (a,,). 

(ü) Les termes 3, 7 et 11n’apparaïissent même pas dans (a,,) ; ainsi (c, ) n’est pas une sous-suite de 
(a). 

(äii) La suite (d,) est une sous-suite de (a,,) car (i,,= 2n) = (2, 4, 6, . . .) est une suite d’entiers 
positifs tels que i, <i, <i, <...;ainsi à <i <<; 

(ai dis SD (@o, das Les A) = (—3, tr —11, Fa) 

est une sous-suite de (a, ). 
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21. 

22. 

23. 
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Déterminer l’image de chacune des suites 

() LELELE LE ...) (h12124"6,8, 10, ..:) 

(ii) (1, 0, —1, 0, 1, 0, —1, 0, 1, 0, —1,0,...) 

Solution : 

L'image d’une suite est l’ensemble des points images. Ainsi les images des suites sont 

() 4,444...) (Gi) 4,0, —1},; (iii) {2, 4, 6,8, ...} 

Démontrer que si l’image d’une suite (a, } est finie, alors la suite possède une sous-suite 

convergente. 

Solution : 

Si l’image {a,,}de (a,,) est finie, alors l’un des points images, b par exemple apparaît une infinité 

de fois dans la suite. Ainsi (b, b, b, b,...) est une sous-suite de (a, ) qui converge. 

Démontrer que si lima, = betsilima, = c, alorsb = c. 

Solution : 

Supposons que b et c soient distincts. Soit Ô —[b-c |>0. Alors les intervalles ouverts 

B =(b- 3 6, b +4 ô)et C = (c -+ Ô,-cæ 1-6) qui contiennent respectivement b et c sont disjoints. 

Puisque (a,,) converge vers b, B doit contenir tous les termes de la suite sauf un nombre fini. Ainsi C 

ne peut contenir qu’un nombre fini de termes de la suite. Mais ceci contredit le fait que (a,,) converge 

vers c. Par conséquent et c ne peuvent être distincts. 

Démontrer que si l’image {a, }d’une suite (a, ) contient un point d’accumulation b, alors 

la suite (a, } contient une sous-suite (a) qui converge vers b. 

Solution : 

Puisque b est un point limite de {a,, }, chacun des intervalles ouverts 

S, = 161), 5 = (= 46+4) 5 = (b—4 4, 

contient une infinité d'éléments de {a,} et donc une infinité de termes de la suite (a,,). Définissons 

la suite (a, > de la manière suivante : 

Choisissons pour a;, un point de S;. 

Choisissons pour dj, un point de S, tels que r, > i,,1i.e. tel que a; : apparaisse après 4; : dans 

la suite (a, ). 

Choisissons pour a;, Un point de S; tel que i; _ PE 

Poursuivons de manière analogue. 

Remarquons qu’on a toujours la possibilité de définir le terme suivant de la suite (a) puisqu'il y 

a une infinité de termes de la suite initiale (a,,) dans chacun des intervalles S,,. 

Nous affirmons que (a; » vérifie les conditions du théorème. Rappelons qu’on a choisi les termes 

de la suite (a, ? de telle sorte que j; <i, <i3 <...; ainsi (a; ) est une sous-suite de (a,). Nous devons 

montrer que lim a, b. Soit G un ouvert contenant b. Alors G contient un intervalle ouvert (d,, d,) 

contenant b ;ainsid, <b <d,. Soit ô = min(b -d,,d, —b) > 0 ; alors 

Im EN tel que 1/no < 5 

Ainsi Sn0 E(d?, d;) C Get donc 

n > implique a, e Se Œ Sr œ (d;, do) c G 

Ainsi G contient presque tous les termes de la suite (a) : c’est-à-dire, lim Dee b. 

Démontrer le théorème 4.6 : Toute suite bornée de nombres réels contient une sous- 

suite convergente. 
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25. 

26. 

27. 

28. 
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Solution : 

Considérons l’image {a,} de la suite (a,,). Si l’image est finie, alors d’après le problème 21 la suite 
contient une sous-suite convergente. D’autre part, si l’image est infinie, alors d’après le théorème de 

Bolzano-Weierstrass, l’ensemble infini borné {a,} a un point d’accumulation. Mais alors, d’après le 

problème précédent, dans ce cas-là aussi la suite contient une sous-suite convergente. 

Démontrer que toute suite de Cauchy (a, } de nombres réels est bornée. 

Solution : 

Posons e = 1. Alors, d’après la définition d’une suite de Cauchy, 

IMmEN tel que n,m = no implique [ar — am) < 1 

En particulier, m 2 n, implique le OR RES ES <a» FL 

Soit a = max(aj, do, ..., dns An, + 1) 
0 

An B = min(a;, @, ..., an» An, 
0 

Alors à est un majorant de l’ensemble image {a,,} de la suite (a,,) et 6 en est un minorant. Par consé- 

quent (a, ) est une suite bornée. 

Soit (a,) une suite de Cauchy. Si une sous-suite ( a) de (a, ) converge vers un point b, 
alors la suite de Cauchy elle-même converge vers b. 

Solution : 

Soit e > 0. Nous devons trouver un entier positif n, tel que 

n>no implique  |a,—-b|<e 

Puisque {a,,) est une suite de Cauchy, = 

Im EN tel que n,m > no implique ja, — az| < Le 

De plus, comme la sous-suite (4; } converge vers b, 

HLEN  telque la, — b| < Le 

Remarquons qu’on peut choisir à, tel que à, > n,. Par conséquent, 

n >n, implique la, —b| — |a, — di, + &, — bl 

IN lan — ai, + la, — b] 

< ke + Le NE 

Ainsi (a,,) converge vers b. 

Remarquons que nous devons avoir à, > fÿ Pour pouvoir affirmer que n>n, DIE 
la, = he: 

Démontrer le théorème de Cauchy 4.7 : Toute suite de Cauchy ) de nombres réels 
converge vers un nombre réel. 

Solution : 

D’après le problème 25, la suite de Cauchy (a,,) est bornée. Ainsi, d’après le théorème 4.6, la suite 
bornée (a,) contient une sous-suite convergente (a; mn Mais, d’après le problème précédent, la suite 
de Cauchy (4,,) converge vers la même limite que . sous-suite (a, n?* En d’autres termes, la suite de 
Cauchy converge vers un nombre réel. 

Déterminer si chacun des sous-ensembles suivants de R est complet ou non : 

(i) N l’ensemble des entiers positifs, (ii) Q° l’ensemble des nombres irrationnels. 
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Solution : 

(i) Soit (a, ) une suite de Cauchy d’entiers positifs. Sie — E alors 

lan — dm <e= + implique a, — am 

Donc la suite de Cauchy (4,) est de la forme (a,, 4,, . b, b, b,...>qui converge vers nds 

l’entier positif b. Aïnsi N est complet. “ 

(ii) Remarquons que chacun des intervalles ouverts 

(LE; (—+&, à), (—&, b), ee 

contient des points irrationnels. Ainsi il existe une suite (a,) de nombres irrationnels tels que 

(a,) appartienne à l'intervalle ouvert (— 1/n, 1/n). La suite (a,,) est alors une suite de Cauchy de 

points de Q° et converge vers le nombre rationnel 0. Ainsi Q° n’est pas complet. 

CONTINUITE 

29. 

30. 

31. 

Démontrer que si la fonction f : R > R est constante, par exemple si f (x) = a pour 

tout x € R, alors f est continue. 

Solution : 

Méthode 1. La fonction f est continue ssi l’image reciproque f ne [G] de tout ouvert G est également 

un ouvert. Du fait que f (x) = a pourtoutx ER. 

i aeG Pan eee 
pour tout ouvert G. Dans l’un ou l’autre cas, f ei [G]est un ouvert puisque R et ® sont des ensembles 

ouverts. 

Méthode 2. Nous allons montrer que f est continue en tout point x, en utilisant la définition de la 

continuité par les € et ô- Soit e > O. Alors pour tout ô > O, par exemple ô = 1, 

x —xo| < 1 implique |f(x) — f(xo)| = la —al = 0 <e 

ainsi f est continue. 

Démontrer que la fonction identique f : R > R, c’est-à-dire la fonction définie par 

f (x) = x, est continue. 

Solution : 

Méthode 1. Soit G un ouvert quelconque. Alors f a [G]= G est également un ouvert. Ainsi f est 

continue. 

Méthode 2. Nous allons montrer que f est continue en tout point x, en utilisant la définition de la 

continuité par e et Ô. Soit € > 0. Alors choisissant € — ô, 

læ— ol < 8 implique [f(x) — f(xo)| = It —xol < 8 = e 

Ainsi, f est continue. 

Démontrer que si f:R>R et g:R >R sont deux fonctions continues, alors la 

fonction composée g © f : R > R est également continue. 

Solution : 

Nous allons montrer que l’image réciproque (g° ee [G] de-tout ouvert G est également un 

ouvert. Puisque g est continue, l’image réciproque is [G] est un ouvert. Mais puisque f est continue, 

l'image réciproque f "! [g7! [a]] de g_! [G] est aussi un ouvert. Rapelons que 

(@gof)1 = frlogr1 

D’où | (gof)-1[G] = (f-1og-1)[G] = f-1[g-1[G]] 

est un ouvert. Ainsi la fonction composée g o f:R Rest continue. 
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33. 
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Démontrer que si f: R > R est une fonction continue telle que f (q) = 0 pour tout 
nombre rationnel q € Q, alors f (x) = 0 pour tout nombre réel x ER. 

Solution : 

Supposons que f (p) soit non nulle pour un certain réel p € R, c’est-à-dire, supposons que 

IPER tel que f(p) = y, [rl > 0 

Choisissons € =+ |y| Puisque f est continue, 

35 > O0 tel que Ix—p| < 8 implique [f(x) — f(p)| < e = 4}y| 

A présent il y a des points rationnels dans tout intervalle ouvert. En particulier, 

1€EQ telque gqEix:|x-pl <8} 

ce qui implique que  [f(g) —f{p)| = [f(p) = Il < e = 4 

ce qui est impossible. Ainsi f (x) = 0 pourtoutx ER. 

Démontrer le théorème 4.8 : Une application f : R? — R? est continue ssi l’image réci- 
proque de tout ouvert est un ouvert. 

Solution : 

Soit f : R? > R? une application continue et soit F un ouvert de R?. Nous voulons montrer que 

ee [V] est également un ensemble ouvert. Soit pE f … [F]. Alors f (p)E V. D’après la définition 

de la continuité, il existe un ensemble ouvert Ur, contenant p tel que f [U, ] C F. Ainsi (comme il est 

indiqué sur le schéma ci-après) 

U, © FI TAU,N € ft [V] 

Nous avons montré que pour tout point p€ fa [F1], il existe un ouvert U, tel que 

pEU, C f-'[V] 

Ainsi FN]: = UT Up E STAR 

Donc f ”! [V]est réunion d’ouverts et est donc un ouvert. 

{ 

Réciproquement, supposons que l’image réciproque de tout ouvert soit un ouvert. Nous voulons 

montrer que f est continue en tout point p € KR. Soit F un ouvert contenant f (p}, i.e. f (p)E V. Alors 
1e [V] est un ouvert contenant p ayant la propriété que f[f-![Y ]]C VF. Ainsi f est continue en p. 

Donner un exemple de deux fonctions f : R > R et g : R — R telles que f et g soient 
chacune discontinue (non continue) en tout point et telles que leur somme f + g soit 
continue en tout point de À. 

Solution : 

Considérons les fonctions f et g définie par 

f(x) 
JO six est rationnel 1 six est rationnel 

= . ù g(x) = +: 2 
1 six est rationnel 0 ‘ six est rationnel 

Les fonctions f et g sont discontinue en tout point de R, mais leur somme f + g est la fonction 
constante (f + g) (g) = 1, laquelle est continue, 
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Soit f : R > R continue au point p € R. Démontrer que : 

(i) si f (p) est positive i.e. si f (p) > O, alors il existe un intervalle ouvert S contenant p 

tel que f soit positive en tout point deS. 

(ii) Si f (p) est négative, i.e. si f (p) < 0, alors il existe un intervalle ouvert S contenant 

p tel que f soit négative en tout point de S. 

Solution : 

Nous allons démontrer (i). La démonstration de (ii) est semblable et nous ne la donnerons donc 

pas. Supposons que f(p) = € > 0. Puisque f est continue en p, 

35 > 0 tel que le — pl < 8 implique |f(x) — f(p)| < e 
ou, de façon équivalente, 

x E(p—-5,p+38) implique f(x) E (f(p)—e, f(p)+e) = (0, 2e) 

Ainsi pour tout point x de l’intervalle (p —ô,p + ô), f(x) est positive. | 

Démontrer que si f : R > R une fonction con- 

tinue en tout point d’un intervalle fermé [a, b] 

et si f(a) < 0 < f(b), alors il existe un point 

p €[a, b] tel que f(p) = 0. (En d’autres termes, 

le graphe d’une fonction continue définie sur 

un intervalle fermé dont une partie se trouve 

au-dessous et une autre au-dessus de l’axe Ox 

doit couper cet axe en au moins un point, 

ainsi qu’il est montré sur le schéma). 

Solution : 

Soit À l’ensemble des points de [a, b] où la fonction f est négative, c’est-à-dire 

A = {x:x€la,b], f(x) < 0} 

Remarquons que À est non vide puisque par exemple a € À. Soit p — sup (A) la borne supérieure de À. 

Puisque a € À, ap ; et, puisque b est un majorant de A, p < b. Ainsi p appartient à l’intervalle [a, b]. 

Nous affirmons que f(p) = 0. Sif(p) < 0, alors, d’après le problème précédent, il existe un inter- 

valle ouvert (p — ô,p + ô) dans lequel f est négative, c’est-à-dire 

(p—5,p+8) C À 

Ainsi p ne peut être un majorant de À. D’autre part si f() > 0, alors il existe un intervalle (p — ô, 

p + ô) dans lequel f est positive ; ainsi 

(p—i,p+8nA = 9 

ce qui implique que p ne peut être la borne supérieure de À. Ainsi f(p) est nécessairement nul, c’est-à- 

dire f(p) = 0. 

Remarque. Le théorème est également vrai et on le démontre de manière analogue dans le cas 

f(@) < 0 < f(a). 

Démontrer le théorème (de Weierstrass) 4.9 : Soit f : R > R une fonction continue sur 

un intervalle fermé [a, b]. Alors la fonction prend toutes les valeurs entre f(a) et f(b). 

Solution : 

Supposons f(a) < f(b}et soit yQ un nombre réel tel que f(a) < yo < f(b). Nous voulons démontrer 

qu’il existe un point p tel que f(p) = yo. Considérons la fonction g(x) = f(x) -— yo qui est également 

continue. Remarquons que g(a) < 0 < g(b). 

D’après le théorème précédent, il existe un point p tel que g(p) = f(p) — yo — 0. Ainsi f@) = Yo: 

Dans le cas où f(b) < f(a) la démonstration est analogue. 
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

ENSEMBLES OUVERTS, ENSEMBLES FERMES, POINTS D’ACCUMULATION 

38. Démontrer que si À est un sous-ensemble fini de R, alors l’ensemble dérivé A' de À est vide, c’est-à-dire 

de Q. 

39. Démontrer que tout sous-ensemble fini de R est fermé. 

40. Démontrer que si À C B alors A'C'R": 

41. Démontrer qu’un sous-ensemble B de R? est fermé si et seulement si d(p, B) = 0 implique p EB, où 

d(p, B) = inf {d(p, q):q € B}. 

42. Démontrer que 4 U 4' est fermé pour tout ensemble 4. 

43. Démontrer que À U A' est le plus petit ensemble fermé contenant 4, € ’est-à-dire que si F est fermé et 

si A CFCAUA\, alors F = A U 4". 

44. Démontrer que l’ensemble des points intérieurs de tout ensemble À, noté int (4) est un ensemble 

ouvert. 

45. Démontrer que l’ensemble des points intérieurs de À est le plus grand ouvert contenu dans À, c’est-à- 

dire que si G est ouvert et si int (4) € G € À, alorsint (4) = G 

46. Démontrer que les seuls sous-ensembles de R qui sont à la fois ouverts et fermés sont ® et R. 

SUITES 

47. Démontrer que si la suite (a,) converge vers b € R, alors la suite (|a, — b|) converge vers 0. 

48. Démontrer que si la suite (a,) converge vers 0 et si la suite (b,,) est bornée alors la suite (4,,b,,) converge 
également vers 0. 

49. Démontrer que si a, > a et sib, > b alors la suite (a, + b,) converge vers a + b. 

50. Démontrer que si a, > a et si b, + b alors la suite (a,b,,) converge vers ab. 

SE Démontrer que si a, > a et si b, > b avec b, # 0 et b Æ 0 alors la suite (4,/b,) converge vers a/b. 

52. Démontrer que si la suite (a,) converge vers b, alors toute sous-suite (a; ” de (a,) converge vers b. 

53. Démontrer que si la suite (a,) converge vers b, alors soit l’image {a, } de la suite (,,) est finie, soit b est 
un point d’accumulation de l’ensemble image {a, }. 

54, Démontrer que si la suite (a,) d’éléments distincts est bornée et si l’ensemble image {a,} de (a,) a 
exactement un point d’accumulation b, alors (a,) converge vers b. 

(Remarque : La suite (1, 1/2, 2, 1/3, 3, 1/4, 4, . . .) montre que la condition d’être bornée ne peut 
pas être supprimée.) 

CONTINUITE 

55. Démontrer qu’une fonction f : R > R est continue en a € R si et seulement si pour toute suite (an) 
convergeant vers a, la suite (f(a,, )) converge vers f(a). 

56. Démontrer que si f : R > R est une fonction continue en p € R, alors il existe un intervalle ouvert S 
contenant p tel que f soit bornée sur cet intervalle. 
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Donner un exemple d’une fonction f : R > R continue en tout point de l'intervalle ouvert S = (0, 1) 

mais non bornée sur cet intervalle. 

Démontrer que si f : R> R est continue en tout point d’un intervalle fermé À = [a, b], alors f est 

bornée sur À. (Remarque : d’après le problème précédent, le théorème n’est pas vrai si À n’est pas 

fermé.) 

Démontrer que si f : R > R et g : R > R sont continues alors la somme f + g : R > R est continue, 

où (f + 8) (x) = fGX) + g(x). 

Démontrer que si f : R > R est continue et si & est un nombre réel quelconque, alors la fonction 

(kf) : R — R est continue, où kf est définie par (kf) (x) = k (f(x)). 

Démontrer que if: R—R et g : R > R sont continues, alors l’ensemble {x € R : f(x) = g(x)} est 

un ensemble fermé. 

Démontrer que la projection ñ, : R? +R est continue, ñ, étant définie par 7, ((a, b)) = a. 

Considérons les fonctions f : R > R et g : R > R définies par 

sin (i/x) si x <0 x sin(1/x) si x Æ<0 
f@ = DR te PRET 

0 si æ—=0 0 si = 0 

Démontrer que g est continue en 0 mais que f n’est pas continue en O. 

On rappelle que tout nombre rationnel q € Q peut s’écrire de manière unique sous la forme q = a/b où 

aEZ,bENetaet b sont premiers entre eux. Considérons la fonction f : R > R définie par 

fo si x est irrationnel 

\1 Jb six est rationnel, égal à a/b comme ci-dessus f@) = 

Démontrer que f est continue en tout point irrationnel mais que f est discontinue en tout point ra- 

tionnel. | 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

Considérons la fonction 

Pr —x si x <0 

on ir si æ>0 
La fonction f est continue en tout point de R sauf en 0, comme 

il est indiqué sur le graphe de f représenté ci-contre. Ainsi fest 

continue en tout point de l’intervalle ouvert (0, 1). Mais f n’est É 

pas bornée sur (0, 1). 

Indication. Utiliser le résultat énoncé dans le problème 56 et le 

théorème de Heine-Borel. 



CHAPITRE 5 

Espaces topologiques : définitions 

ESPACES TOPOLOGIQUES 

Soit XÀ un ensemble non vide. Une famille T de parties de X est une topologie sur X ssi T 
vérifie les axiomes suivants. 

[0,] Xet Q® appartiennent à T. 

[0,] La réunion d’une famille quelconque de parties de T appartient à T. 

[03] L’intersection de deux parties quelconques de T appartient à T. 

Les éléments de T sont alors appelés ensembles T -ouverts, ou simplement (ensembles) ouverts 
et, X et T,ensemble, c’est-à-dire le couple (X, T) est appelé un espace topologique. 

Exemple 1.1 : 

Exemple 1.2 : 

Exemple 1.3 : 

Exemple 1.4 : 

Soit U la famille des ensembles ouverts de nombres réels étudiée au chapitre 4. Alors 

U est une topologie sur R ; on l’appelle la fopologie usuelle de R. De manière analogue, 

la famille WU des ensembles ouverts du plan R? est une topologie et celle-ci est aussi 

appelée la topologie usuelle de R?. On admettra toujours que R et R? sont munis de leur 

topologie usuelle sauf mention expresse du contraire. 

Considérons les familles suivantes de parties de X = {a, b, c, d, e}. 

Ti = {X, Q, {a}, {c, d}, {a, C; d}, {b, C; d, e}} 

T2 = {X, Q, {a}, {c, d}, {a, C;, d}, {b, C; d}} 

T3 = {X, Q, {a}, {c, d}, {a, C, d}, {a, b, d, e}} 

Remarquons que T; est une topologie sur X puisqu'elle vérifie les trois axiomes requis 

[O1], [02] et [03]. Mais T> n’est pas une topologie sur X puisque la réunion 

{a,c,d} U {b,c,d} — {a,b,c,d} 

de deux éléments de T, n’appartient pas à T,, c’est-à-dire que T, ne vérifie pas l’axiome 

[O2]. 
De même T; n’est pas une topologie sur X puisque l'intersection 

{a,c,d} N {a,b,d,e} —  {a,d} 

n’appartient pas à T3, c’est-à-dire que T;,ne vérifie pas l’axiome [O3]. 

Désignons par 9 la famille de toutes les parties de X. Remarquons que 2 vérifie les 
axiomes d’une topologie sur X. Cette topologie s’appelle la sopologie discrète ; et X, 
muni de la topologie discrète, c’est-à-dire le couple (X, D), est appelé un espace topolo- 
gique discret ou plus simplement un espace discret. 

Comme on le voit d’après l’axiome [O,], une topologie sur X doit contenir les ensembles 
X et ®. La famille 4 = {X, @} constituée par X et @ seuls est elle-même une topologie 
sur X, On l’appelle la topologie grossière de X /et X muni de sa topologie grossière, c’est- 
à-dire (X, d), est appelé un espace topologique grossier ou plus simplement un espace 
grossier, 
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Exemple 1.5: Considérons tous les sous-ensembles de X dont le complémentaire est fini ainsi que 

l’ensemble vide @. Cette famille T est également une topologie sur X. On l’appelle la 

topologie cofinie ou la T\-topologie sur X. (La signification du T'; apparaîtra dans un 

chapitre ultérieur.) 

Exemple 1.6: L'intersection T1 N T, de deux topologies quelconques T; et T, sur X est également 

une topologie sur X. En effet d’après [O,], X et ® appartiennent chacun à la fois à T, et 

T,; ; ainsi X et ® appartiennent chacun à l'intersection T;, MN T,,; c’est-à-dire que 

T;, N T, vérifie [O,]. De plus si G, HE Ti N T, alors, en particulier, G, H ETret 

G, HE T;. Mais puisque T, et T..sont des topologies, G MIFET- et NME; 

Par conséquent, 

G N H € TA N To 

En d’autres termes, T1 N T, vérifie [O3]. De manière analogue T; MN T, vérifie [0;]. 

La proposition démontrée dans l’exemple précédent peut en fait être généralisée à un 

ensemble quelconque de topologies. A savoir, 

Théorème 5.1 : Soit {T; : i € I} une famille quelconque de topologies sur un ensemble X. 

Alors l'intersection N, T; est également une topologie sur X. 

Dans notre dernier exemple nous allons montrer que la réunion de topologies n’est pas en 

général une topologie. 

Exemple 1.7: Chacune des familles 

Ti {X, Q,{a}} et T2 = {X, 9, {b}} 

est une topologie sur X = {a, b, c}. Mais la réunion 

TU Ts = {X, 0, {a}, {b}} 

n’est pas une topologie sur À puisque l’axiome [O2] n’est pas vérifié. C’est-à-dire que 

{a} ET, UT», {b} ET,UT, mais {a} U {b} = {a, b} n'appartient pas à Ti U T2. 

Si G est un ouvert contenant un point p € X, alors G est appelé un voisinage ouvert de p. 

De mème, G privé de p, c’est-à-dire G\{p} est appelé voisinage ouvert pointé de p. 

Remarque : Les axiomes [O,], [O,] et [O3] sont équivalents aux deux axiomes suivants : 

[O#] La réunion d’un nombre quelconque de parties de T appartient à T. 

[O*] L'intersection de toute famille finie de parties de T appartient à T. 

En effet [O*] implique que Q@ appartient à T puisque 

U(GET:GED}) = 9 

c’est-à-dire que la réunion d’une famille vide d’ensembles est l’ensemble vide. De plus [O*] 

implique que X appartient à T puisque 

A{GET:GED} = X 

c’est-à-dire que l'intersection d’une famille vide de sous-ensembles de X est X lui-même. 

POINTS D’ACCUMULATION 

Soit X un espace topologique. Un point p € X est un point d'accumulation ou un point 

limite d’un sous-ensemble À de X ssi tout ouvert G contenant p contient un point de À différent 

de p, c’est-à-dire si 

G ouvert, pE G implique (GK{P}NAZG 

L'ensemble des points d’accumulation de À, noté A’ est appelé l’ensemble dérivé de À. 
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Exemple 2.1 : La famille T = {X, Q, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {, c,d e}} 

définit une topologie sur X = {a, b, c, d, e}. Considérons la partie À = {a, b, c} de X. 

Remarquons que b € X est un point limite de À puisque les ouverts contenant b sont 

{b, c, d, e}et X et qu’ils contiennent chacun un point de À différent de b, c’est-à-dire 

c. Par contre, le point a € X n’est pas un point limite de À puisque l’ensemble ouvert 

{a} qui contient a ne contient pas de point de À différent de a. De manière analogue 

les points d et e sont des points limites de À et le point c n’est pas un point limite de 

A. Ainsi A’ = {a, b, e}est l’ensemble dérivé de À. 

Exemple 2.2: Soit X un espace topologique grossier, c’est-à-dire que X est @ sont les seuls ouverts de 

X. Alors X est le seul ouvert contenant un point quelconque p € X. Ainsi p est un point 

d’accumulation de tout sous-ensemble de X excepté l’ensemble vide @ et l’ensemble 

formé de p seul, c’est-à-dire le singleton {p}. Ainsi l’ensemble dérivé A' de tout sous- 

ensemble À de X est : 

o si A=Q 

A' = {p}° = X \{p} si À = {p} 
X si À contient deux points ou plus 

Remarquons que pour la topologie usuelle de la droite R ou du plan R?, Ja définition 

donnée ci-dessus d’un point d’accumulation est la même que celle qui a été donnée au 

chapitre 4. 

ENSEMBLES FERMES 

Soit X un espace topologique. Un sous-ensemble À de X est un ensemble fermé ssi son 
complémentaire A° est un ensemble ouvert. 

Exemple 3.1 ; La famille LIN = {Z, Q, {a}, {c, d}, {a, €; d}, {b, C;, d, e}} 

définit une topologie sur X = {a, b, c, d, e}. Les fermés de X sont les sous-ensembles 

D, X, {b,c,d,e}, {a,b,e}, {b,e}, {a} 

c’est-à-dire les complémentaires des ouverts de X. Notons qu'il y a des sous-ensembles 

de X, tels que {b, c, d, e} qui sont à la fois ouverts et fermés, et qu’il existe aussi des 

sous-ensembles de X tels que {a, b} qui ne sont ni ouverts ni fermés. 

Exemple 3.2 : Soit *À un espace topologique discret, c’est-à-dire tout sous-ensemble de X est ouvert. 

Alors tout sous-ensemble de X est également fermé puisque son complémentaire est 

toujours ouvert. En d’autres termes, tous les sous-ensembles de X sont à la fois ouverts 

et fermés. 

On rappelle que A°° = À pour tout sous-ensemble À d’un espace X. Ainsi : 

Proposition 5.2 : Dans un espace topologique X, un sous-ensemble À est ouvert si et seulement 
si son complémentaire est fermé. 

Les axiomes [O,], [O,] et [O,] d’un espace topologique ainsi que les lois de De Morgan. 
donnent le 

Théorème 5.3 : Soit X un espace topologique. Alors la famille des ensembles fermés possède 
les propriétés suivantes : 

(i _X et Q sont des ensembles fermés. 

(üi) L'intersection d’une famille quelconque de fermés est un fermé. 

(ii) La réunion de deux fermés quelconques est un fermé. 

Les ensembles fermés peuvent également être caractérisés par leurs points limites de la 
manière suivante : 
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Théorème 5.4 : Un sous-ensemble À d’un espace topologique X est fermé si et seulement si 
À contient chacun de ses points d’accumulation. 

En d’autres termes, un ensemble est fermé si et seulement si l’ensemble dérivé A’ de À est 
un sous-ensemble de A, c’est-à-dire A’ C A. 

FERMETURE OÙ ADHERENCE D’UN ENSEMBLE 

: Soit À un sous-ensemble d’un espace topologique X. La fermeture ou l'adhérence de À 
notée = 

A ou À 

est l'intersection de tous les ensembles fermés contenant À.En d’autres termes si {F,:i€lI} est 

la famille de tous les sous-ensembles fermés de X contenant À, alors 

ASE CAE 

___ Remarquons d’abord que À est un ensemble fermé comme intersection de fermés. De plus 

A est le plus petit ensemble fermé contenant À, c’est-à-dire que si F est un fermé contenant À 

alors 
AErANCUNR 

Ainsi un ensemble A est fermé si et seulement si A = À. Nous énonçons ces résultats de manière 
plus formelle : 

Proposition 5.5 : Soit A l’adhérence d’un ensemble À. Alors : (i) A est fermé ; (ii) si F est 

fermé et contient À, alors ACACF;et (ii) À est fermé ssi À = À. 

Exemple 4.1 : Considérons la topologie T sur X = {a, b, c, d, e} de l’exemple 3.1 où les fermés de 

a D, X, {b,e,d,e}, {a,b,e}, {b,e}, {a) 

Par conséquent  {b} — {be}, ({a,c) = X, {b,d} = {b,c,d,e} 

Exemple 4.2: Soit X un espace topologique cofini, c’est-à-dire dont les ouverts sont les complémen- 

taires des parties finies ainsi que @. Alors les ensembles fermés sont précisément les sous- 

ensembles finis de X ainsi que X. Ainsi si A C X est fini, son adhérence À est À lui-même 

puisque À est fermé. D’autre part si A C X est infini alors X est le seul sous-ensemble 

fermé contenant À ; ainsi À est égal à X. En résumé, pour tout sous-ensemble d’un espace 

cofini X, 

1 À si À est fini 

X si À est infini 

L’adhérence d’un ensemble peut également être complètement décrite en termes de ses 

points limites de la manière suivante : 

Théorème 5.6 : Soit À un sous-ensemble d’un espace topologique X. Alors l’adhérence de 

A est la réunion de À et de l’ensemble de ses points d’accumulation, c’est-à- 

dire B 
ANS AU A 

Un point p€ X est appelé point adhérent de À C X ssi p appartient à 

l’adhérence de À, c’est-à-dire si p € À. En vertu du théorème précédent 

p EX est un point adhérent à À C X ssi p € À ou p est un point limite de A. 

Exemple 4.3: Considérons l’ensemble Q des nombres rationnels. Comme on l’a vu précédemment, pour 

la topologie usuelle de R, tout nombre réel a€ R est un point limite de Q. Ainsi d’adhé- 

rence de Q est l’ensemble R des nombres réels tout entier, c’est-à-dire Q — R. 



78 Chapitre 5/Espaces topologiques : définitions 

Un sous-ensemble À d’un espace topologique X est dit dense dans B € X si B est contenu 

dans l’adhérence de À, c’est-à-dire si B C À. En particulier À est dense dans X ou est un sous- 
ensemble dense de X ssi À = X. 

Exemple 4.4 : Remarquons dans l’exemple 4.1 que 

{a,c} = X et {b,d} — {b,c,d,e} 

où X = {a, b, c, d, e}. Ainsi l’ensemble {a, c}est un sous-ensemble dense de X tandis que 

l’ensemble {b, d } n’en est pas un. 

Exemple 4.5 : Comme il a été indiqué dans l’exemple 4.3, Q = R. En d’autres termes, pour la topologie 
usuelle, l’ensemble Q des nombres rationnels est dense dans KR. 

L'opérateur “fermeture” ou adhérence, qui à chaque sous-ensemble À de X associe sa 
fermeture ou adhérence ACX, vérifie les quatre propriétés de la proposition ci-dessous, 
appelées axiomes de fermeture de Kuratowski. En fait, ces axiomes peuvent être utilisés pour 
définir une topologie sur X, comme on le démontrera ultérieurement. 

Proposition 5.7: (j) @—@; (ii) ACÀ; (iii) AUB = AUB, et (iv) (4A-)- = À. 

INTERIEUR, EXTERIEUR, FRONTIERE 

Soit À un sous-ensemble d’un espace topologique X. Un point pE À Pet appelé point 
intérieur de À si p appartient à un ouvert G contenu dans À : 

pEGCA où G est ouvert 

L'ensemble des points intérieurs de À noté : 

int(A), À ou À° 

est appelé l’intérieur de À. L’intérieur de À peut également être caractérisé de la manière 
suivante : 

Proposition 5.8 : L’intérieur d’un ensemble À est la réunion de tous les ensembles ouverts 
contenus dans À. De plus : (i) A° est ouvert ; (ii) 4° est le plus grand ouvert 
contenu dans À, c’est-à-dire si G est un ouvert contenu dans À alors 
GCA° CA; et (iii) À est ouvert ssi À = A°. 

L’extérieur de À, noté ext (A), est l’intérieur du complémentaire de À, c’est-à-dire int (4°). 
La frontière de A noté b (A) est l’ensemble des points n’appartenant ni à l’intérieur ni à 
l'extérieur de À. A présent on a une ralation importante entre l’intérieur, l’extérieur et l’adhé- 
rence. 

Théorème 5.9 : Soit À un sous-ensemble quelconque d’un espace topologique X. Alors 
l’adhérence de À est la réunion de l’intérieur et de la frontière de À c’est-à- 
dire À = A° U b (A). : 

Exemple 5.1: Considérons les quatre intervalles [a, b], (a, b), (a, b]et [a, b) dont les extrémités sont a 

et b. L'intérieur de chacun est l'intervalle ouvert (a, b) et la frontière de chacun est 
l’ensemble des extrémités, c’est-à-dire {a, b}. 

Exemple 5.2: Considérons la topologie 

T = {X, Q, {a}, {c,d}, {a,c,d}, {b,c, d,e}} 

sur À = {a, b. c. d. e}, et le sous-ensemble À = {b, c, d} de X. Les points c et d sont 
chacun des points intérieurs de À puisque 

c,d E {c,d} CA 

où f{c, d} est un ouvert. Le point bE A n’est pas un point intérieur de À ; ainsi 
int (4) = {c, d}. Seul le point a € X est extérieur à À, c’est-à-dire intérieur au complé- 
mentaire A° = {a, e} de À ; ainsi int (4°) = {a}. Par conséquent la frontière de À est 
formée des points b et e, c’est-à-dire b (4) = {b, e}. 
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Exemple 5.3: Considérons l’ensemble Q des nombres rationnels. Puisque tout ouvert de R est formé à 

la fois de points rationnels et irrationnels, il n’y a pas de points intérieurs ou extérieurs 

à Q ; ainsi int (Q) = Yet int (Q°) = 9. Ainsi la frontière de Q est l’ensemble des nombres 

réels tout entier, c’est-à-dire b (Q) = KR. 

Un sous-ensemble À d’un espace topologique X est dit non dense ou rare dans X si l’inté- 

rieur de son adhérence est vide, c’est-à-dire int (A) = @. 

Exemple 5.4: Considérons le sous-ensemble À — a 5 à: D sic .} de R. Ainsi qu'il a été noté précédem- 

ment, A a exactement un point limite, 0. Ainsi A = {0, 1, the ...}. Remarquons que 

À n’a pas de point intérieur ; ainsi À est rare dans Re 

Exemple 5.5: Soit À l’ensemble des nombres rationnels compris entre O0 et 1, c’est-à-dire 

A=f{x:xE00<x<I1} 

Remarquons que l’intérieur de À est vide, c’est-à-dire int (4) = @. Mais À n’est pas rare 

dans R car l’adhérence de À est [0, 1] et ainsi 

n’est pas vide. int (À) = int([0,1]}) — (0,1) 

VOISINAGES ET SYSTEMES DE VOISINAGES 

Soit p un point d’un espace topologique X. Un sous-ensemble N de X est un voisinage 

de p ssi N contient un ouvert G contenant p : p € G CN où G est un ouvert. 

En d’autres termes, la relation “N est un voisinage d’un point p’’est synonyme de “p est un 

point intérieur à N”. La famille de tous les voisinages de p € X notée N,, est appelée un système 

de voisinages de p. 

Exemple 6.1: Soit a un nombre réel, c’est-à-dire a € R. Alors chaque intervalle fermé [a — à, a + ô]de 

centre a est un voisinage de a puisqu'il contient l'intervalle ouvert (a —ô, a + Ô) qui 

contient a De manière analogue si p est un point du plan R? alors tout disque fermé 

{4 ER? : d(p,q) < 8 0}, de centre p, est un voisinage de p puisqu'il contient le 

disque ouvert de centre p. 

Les faits les plus importants concernant le système de voisinages N, d’un point quel- 

conque pEX sont donnés par les quatre propriétés de la proposition ci-dessous appelées 

axiomes des voisinages. D'ailleurs ces axiomes peuvent être utilisés pour définir une topologie 

sur X comme nous le montrerons par la suite. 

Proposition 5.10 : (i) ‘AN, n’est pas vide et p appartient à chaque élément de la famille NN? 

(ii) L’intersection de deux éléments quelconques de la famille N, appar- 

tient à Ne; 

(ii) Toute partie contenant un élément de la famille N, appartient à la 

famille N,. 

(iv) Chaque élément NEN, contient un élément GEN, où G est un 

voisinage de chacun de ses points, c’est-à-dire G EN, pour toutg EG. 

SUITES CONVERGENTES 

Une suite (a,, da, .. .) de points d’un espace topologique X converge vers un point bE X 

ou b est la limite de la suite (a, ), ce qu’on note 

lim a = b, lima, = b ou a >b 
n + © 

ssi pour sont ouvert G contenant b il existe un entier positif n, € N tel que 
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n>n, implique a € G 

C’est-à-dire si G contient presque tous les termes de la suite, c’est-à-dire tous sauf un nombre fini. 

Exemple 7.1: Soit (41, 42, ...) une suite de points d’un espace topologique muni de sa topologie gros- 

sière (X, 4). Notons que : (i) X est le seul ouvert contenant tout point b € X ;et (ii) que 

X contient tous les termes de la suite a,. Par conséquent la suite (ai, 42, ...) converge 

vers tout point b € X. 

Exemple 7.2: Soit (ai, a2,...) une suite de points d’un espace topologique discret (X, 2). A présent 

pour tout point b € X, le singleton {b} est un ensemble ouvert contenant b. Ainsi si 

n > b, l’ensemble {b} doit contenir presque tous les termes de la suite. En d’autres 

termes la suite (a,) converge vers un point b € X ssi la suite est de la forme (41, @2,... nc; 

bb. b;.5:. 

Exemple 7.3: Soit T la topologie sur un ensemble infini X formée de @ et des complémentaires des 

parties au plus dénombrables (voir problème 56). Nous affirmons qu’une suite (41, a, .. .) 

de X converge vers b € X ssi lasuite est également de la forme(a;,a2,..., Ano> D bb, 

c’est-à-dire que l’ensemble À formé des termes de (a,) différents de b est fini. A présent 

A est au plus dénombrable et donc A° est un ouvert contenant b. Alors si a, > b, A° 
contient tous les termes de la suite sauf un nombre fini, et donc À est fini. 

TOPOLOGIES MOINS FINE ET PLUS FINE 

Soient 7, et T2 deux topologies sur un ensemble non vide X. Supposons que chaque 
sous-ensemble T;-ouvert de X est également un sous-ensemble T,-ouvert de X. C’est-à-dire, 
supposons que T7. soit une sous-famille de T,, c’est-à-dire que T1 € T2. Alors nous dirons 
que T; est moins fine que T, ou que T, est plus fine que T... Remarquons que la famille 
T = {T;} de toutes les topologies sur X est ordonnée par inclusion ; ainsi on écrira également 

Ti S T2 pour T1C T2 

et nous dirons que deux topologies ne sont pas comparables si l’une n’est ni moins fine ni plus 
fine que l’autre. 

Exemple 8.1 : Considérons la topologie discrète 2, la topologie grossière 4 et toute autre topologie 
T sur un ensemble quelconque X. Alors T est moins fine que Det T est plus fine que 

4. C'est-à-dire que 9 < T < D. 

Exemple 8.2 : Considérons la topologie cofinie T et la topologie usuelle 4 sur le plan R?. Rappelons 

que tout sous-ensemble fini de R? est un ensemble T-fermé ; ainsi le complémentaire de 

tout sous-ensemble fini de R?, c’est-à-dire tout élément de T, est également un ensemble 
U-ouvert. En d’autres termes, T est moins fine que U, c’est-à-dire T < U. 

SOUS-ESPACES, TOPOLOGIE INDUITE À 

Soit À un sous-ensemble non vide d’un espace topologique (X, T). La famille T, de 
toutes les intersections de À avec les sous-ensembles T -ouverts de X est une topologie sur À ; 
on l’appelle la topologie induite sur À par T ou topologie trace sur À, et l’espace topologique 
(À, T;) est appelé un sous-espace de (X, T ). En d’autres termes, un sous-ensemble À de A est 
un ensemble T,-ouvert, c’est-à-dire ouvert relativement à À, si et seulement si il existe un 
ensemble T -ouvert G de X tel que 

H-= GA 

Exemple 9.1 : Considérons la topologie 

‘1 E {X, O, {a}, {c, d}, {a, C;, d}, {b, C, d, e}} 

sur À — {a, b, c, d, e} et le sous-ensemble À = {a, d, e} de X. Remarquons que 

MIA SNA {d'A =SIGS {a,c,d} N À = {a,d} 

COArAR=NO" fc, d'INAL=Nd} {b,c,d,e} N À = {d,e} 
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Ainsi la topologie induite par T sur À est 

FA F {4, Q, {a}, {d}, {a, d}, {d, e}} 

Considérons la topologie usuelle U sur R et la topologie induite TA sur l'intervalle 

fermé À = [3, 8]. Notons que l'intervalle semi-ouvert [3, 5) est ouvert pour la topologie 
induite sur À, c’est-à-dire est T,-ouvert puisque 

[3,5) = (2,5)Nn A 

où (2, 5) est un sous-ensemble T -ouvert de R. Ainsi nous voyons qu’un ensemble peut 

être ouvert relativement à un sous-espace mais ni ouvert ni fermé dans l’espace tout 

entier. 

DEFINITIONS EQUIVALENTES D’UNE TOPOLOGIE 

Notre définition d’une topologie partait des axiomes des ouverts de l’espace topologique, 

c’est-à-dire que nous avons utilisé la notion d’ensemble ouvert comme notion première définis- 

sant une topologie . Nous allons énoncer deux théorèmes mettant en évidence d’autres méthodes 

pour définir une topologie sur un ensemble, utilisant comme notions premières les notions de 

“voisinage d’un point’’ et de ‘“‘fermeture ou d’adhérence d’un ensemble”. 

Théorème 5.11 : 

Théorème 5.12 : 

Soit X un ensemble non vide et supposons qu’à chaque point p € X soit 

associée une famille e4, de parties de X vérifiant les axiomes suivants : 

[A;] c4, n’est pas vide et p appartient à chaque élément de la famille <4,. 

[A] L’intersection de deux éléments dec{, appartient à 4, 

[A3] Toute partie contenant un élément de c4, appartient à cA». 

[A4] Tout élément N € c4, contient un élément G € c4, tel que GE Âg 

pour tout g€ G. 

Alors il existe une et une seule topologie T sur X telle que e4, soit le sys- 

tème de T -voisinages du point p € À. 

Soit X un ensemble non vide et soit À un opérateur qui associe à chaque 

sous-ensemble À de X le sous-ensemble A de X, vérifiant les axiomes 

suivants appelés les axiomes de fermeture de Kuratowski : 

[Rp 0 

[K:] À C A* 

IK:1 (AUB) = AFUBF 

[Ka] (4*)° = A* 
Alors il existe une topologie T sur X et une seule telle que A* soit la T- 

adhérence ou T-fermeture du sous-ensemble À de X. 

PROBLEMES RESOLUS 

TOPOLOGIES, ENSEMBLES OUVERTS 

L: Soit X = {a, b, c, d, e}. Indiquer si chacune des familles suivantes de parties de X est 

une topologie ou non. 

(i) Ti = 

Hit 

(ii) Ts 

| {X, @, {a}, {a, b}, {a,c}} 

{X,@, {a,b,c}, (a,b,d}, {a, b,c,d}} 

{X,Q, {a}, {a, b},{a,c,d}, {a,b, c,d}} 
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Solution : 

(i) T,; n’est pas une topologie sur X puisque 

{a,b},{a,c} € T;, mais ({a,b}U {a,c} = {a,b,c} & T; 

(ii) T2 n’est pas une topologie sur X puisque 

{a, b,c},{a,b,d} € T;, mais {a,b,c} N {a,b,d} = {a,b}-& T, 

(üi) T3 est une topologie sur X puisqu'elle vérifie tous les axiomes nécessaires. 

Soit T la famille formée de R, @ et de tous les intervalles infinis ouverts À = (q, ©), 
q € Q, ensemble des rationnels. Montrer que T n’est pas une topologie sur R. 

Solution : 

Remarquons que À = UMA a EQ 4 Na NUE) 

est réunion de parties appartenant à q, mais que À ŒT puisque V2 est irrationnel. Ainsi T ne 

vérifie pas [O;, ] et n’est donc pas une topologie sur R. 

Soit T une topologie sur un ensemble X formée de quatre parties, c’est-à-dire de 

TEE 0;A"B)} 

où À et B sont deux sous-ensembles propres non vides de X, Quelles conditions doivent 
satisfaire À et B ? 

Solution : 

Puisque À NB doit également appartenir à T, il y a deux possibilités : 

CasI. ANB=Q 

Alors À U B ne peut être égal ni à À ni à B ; ainsi À U B = X. Ainsi la famille {4, B} forme une 

partition de X. 

Cas I. ANB=A ou ANB=B 

Dans l’un ou l’autre cas l’un des ensembles est un sous-ensemble de l’autre, et les éléments de T 

sont totalement ordonnés par inclusion : DCACBCXouDCBCACX. 

Déterminer toutes les topologies sur X — {a, b, c} qui comportent exactement quatre 
éléments. 

Solution : 

Chaque topologie T de X qui comprenne quatre éléments est de la forme T = {X, @, A, B} où 
A et B correspondent au cas I ou II du problème précédent. 

CasI.  {A, B} est une partition de X. 

Les topologies dans ce cas sont les suivantes : 

Ti = {X, D, {a}, {b,c}}, T: = {X, O, {b}, {a,c}}, Ta — {X, O, {c}, {a,b}} 

Cas II. Les éléments de T sont totalement ordonnés par inclusion. 

Les topologies dans ce cas sont les suivantes : 

Ta = {X, 9, {a}, {a, b}} T3 = {X, , {b}, {a,b}} 

Ts = {X, Q, {a}, {a,c}} Ts = {X,@, {c}, {a,c}} 

Te — {X, 9, {b}, {b,c}} To {X, @, {c}, {b,c}} Il Il 

Soit f : X > Y une application d’un ensemble non vide X dans un espace topologique 
(Y, U ). De plus, soit T la famille des images réciproques des ouverts de Y : 

T. <=, EG OGAENS 

Montrer que T est une topologie sur X. 
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Solution : 

Puisque U est une topologie, Ÿ, EU . Or X = fr [7] et ® = f1[@] alors X,®ET et T 

vérifie [O1]. 

Soit {4;} une famille d’ensembles de T. Par définition, il existe des G; EU pour lesquels À; = 

ft [G;1. Or 
JA, = UGS fr [LU Gil 

Puisque U est une topologie, U,G;E U ainsi U;4;€ T,et T« vérifie [O) |. 

Enfin, soient A1, A2 € T. Alors 

3G,,G € U tels que A1 =f71[Gi}, 42 = f7 [Ge] 

Or And = fr1[G]jnf-1[G] = f11GNnG@] 

et G, NG) EU. Ainsi A1NAET et [O3] est également vérifié. 

Considérons le deuxième axiome d’une topologie T sur un ensemble X : 

[O,] La réunion d’une famille quelconque d'éléments de T appartient à T. 

Montrer que [O, ] peut être remplacé par l’axiome plus faible suivant : 

[0O;] La réunion d’une famille quelconque de parties de T'\\{X,@} appartient 

AT: 

En d’autres termes montrer que les axiomes [O, |, [0] et [03] sont équivalents aux 

axiomes [O, |, [O, Jet [O3]. 

Solution : 

Soit T une famille de parties de X vérifiant [O: |, [0°] et [O3], et soit 4 une sous-famille de Te 

Nous voulons montrer que T vérifie également [O;], c’est-à-dire que U{E:E € A4} € T. 

CasI  XE A. 

Alors U£E :E € cA} = X et donc appartient à T d’après [O1]. 

Cas I. XÆcA. 

Alors U{E :E€EcA} = U{E :E € cA X{X}} 

Mais l’ensemble vide @ ne contribue par aucun élément dans une réunion d’ensembles ; ainsi 

UEÆ:E€A4} = U{(E:EEANX{X}H = U{ :E€ AX{X,9}} (2) 

Puisque e4 est une sous-famille de T, cA \ {X,@} est une sous-famille de T\ {X, O}, ainsi d’après 

[O;] ia réunion figurant dans (1) appartient at; 

Démontrer que si À est un sous-ensemble d’un espace topologique X ayant la propriété 

que chaque point p € À appartient à un ensemble ouvert G, contenu dans À, alors A 

est ouvert. 

Solution : 

Pour chaque point p € A,pEG; C À. Ainsi U{G, :Pp€ A} = A et donc À est une réunion 

d’ensembles ouverts et d’après [O,] est donc un ouvert. 

Soit T une famille de sous-ensembles de X totalement ordonnée par inclusion. Montrer 

que T vérifie [O3], c’est-à-dire que l'intersection de deux éléments quelconques de 

T appartient à T. 

Solution : 

Soient A,B € T. Puisque T est totalement ordonné par inclusion, 

soit ANB—=A soit ANB=B 

Dans l’un ou l’autre cas ANBET, et ainsi T vérifie [O3]. 
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Soit T la famille des sous-ensembles de R formée de R, @.et tous les intervalles infinis 
ouverts E, = (a, ) avec a€ R. Montrer que T est une topologie sur R. 

Solution : 

Puisque R et ® appartiennent à T, T vérifie [O,]. Remarquons que T est totalement ordonné 

par inclusion ; ainsi T vérifie [O3]. 

A présent soit c4 une sous-famille de T \ {X, @}, c’est-à-dire que c4 = {E; : i € I} où I est un 
certain ensemble de nombres réels. Nous voulons montrer que U;E; appartient à T. Si Z n’est pas 

minoré, c’est-à-dire si inf(7) = -— +, alors U;E; = R. Si Z est minoré, admettons par exemple que 

inf (7) = io, alors UE; = (io, ©) = E;,. Dans l’un ou l’autre cas U;E;E€ T, et T vérifie [0]. 

Soit T la famille des sous-ensembles de N formée de Q et de toutes les parties de N de 
la forme E, = {n,n + 1,n + 2,...} avec nEN. 

(i) Montrer que T est une topologie sur N. 

(ii) Déterminer les ouverts contenant l’entier positif 6. 

Solution : 

(i) Puisque Q et E1 = {1, 2, 3,...} = N appartiennent à T, T vérifie [O,]. De plus puisque T est 

totalement ordonné par inclusion, T vérifie également [O; |. 

A présent soit 4 une sous-famille de T \ {N, @} c’est-à-dire 4 = {E, : n € I} où Testun 
certain ensemble d’entiers positifs. Notons que 7 contient un plus petit entier positif no et 

UXE, mel =0 rs, MFL MEL ie Es, 

qui appartient à T. Ainsi T vérifie [0;] et donc T est une topologie sur N. 

(ii) Puisque les ouverts non vides sont de la forme 

HN RU Ed ne, 7e 

avec ñn € N, les ouverts contenant l’entier positif 6 sont les suivants : 

BRUN = 128, 00 Fe A BiG. 

Bit a 4 ue Es = 467243 

Es ="48 4,6, Ps = 61,8. 

POINTS D’ACCUMULATION, ENSEMBLE DERIVE 

ie Soit T une topologie sur N formée de @ et de toutes les parties de N de la forme 
E, = {nn +1l,n +2,...}oùn € N comme dans le problème 10. è 

(i) Trouver les points d’accumulation de l’ensemble À = {4, 13, 28, 37}. 

(ii) Trouver les sous-ensembles E de N pour lesquels E’ = N. 

Solution : 

G) Remarquons que les ouverts contenant n'importe quel point p € N sont les ensembles E [OÙ ip. 
Si ro < 36, alors tout ouvert contenant n, contient également 37 € À qui est distinct de no ; ainsi 
ño <36 est un point limite de A. En revanche si no > 36 alors l’ouvert Eng = Üo 0 + 1,70 +2,...} 
ne contient aucun point de À distinct de no. Ainsi ño > 36 n’est pas un point limite de A. Par 
conséquent l’ensemble dérivé de À est 4’ = {1, 2, 3,...,34, 35:36}. 

(ä) Si Æ est un sous-ensemble infini de N, alors £ n’est pas majoré. Ainsi tout ouvert contenant un 
point quelconque p € N va contenir des points de Æ autres que p. Ainsi £’ = N. 

En revanche, si £ est fini alors E est majoré, par exemple par no € N. Alors l’ouvert E, gti 
ne contient aucun point de £. Ainsi n9 + 1 € N n’est pas un point limite de E et donc E’ Æ N. 
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Soit À un sous-ensemble d’un espace topologique (X, T ). A quelle condition un point 
p € X n'est-il pas un point limite de À ? 

Solution : 

Le point p € X est un point limige de À ssi tout voisinage ouvert de p contient un point de À autre 

que p, c’est-à-dire si 

pEG et GET implique (GK {p})NnA Æ O 

Ainsi p n’est pas un point limite de À s’il existe un ouvert G tel que 

pEeG et (GK {p}hnNnA = À 

ou, de manière équivalente, 
: EG et GNnA = O'ou GNnA = {p} 

ou, de manière équivalente, si 
q nor pEG et GNAC{p} 

Soit À un sous-ensemble quelconque d’un espace topologique discret X. Montrer que 
l’ensemble dérivé A’ de À est vide. 

Solution : 

Soit p un point quelconque de X. Rappelons que tout sous-ensemble d’un espace discret est un 

ouvert. Ainsi, en particulier le singleton G = {p} est un ouvert de X. Or, 

pEG et GnA = ({p}nA)cC{p} 

Ainsi, d’après le problème ci-dessus, p € A’ pour tout p € X, c’est-à-dire que A = ©. 

Considérons la topologie 

Te — {X, O, {a}, {a, b}, {a,c,d}, {a, b,cid}, {a,b,e}} 

sur X = {a, b, c, d, e}. Déterminer les ensembles dérivés de (i) À = {c, d, e} et (ïi) de 

B = {b}. 

Solution : 

(i) Notons que {a, b} et {a, b, e} sont des ouverts de X et que | 

a,bE {a,b} et {a,b}NnA = 9 

e€ {a,b,e} et {a,b,e} N À = {e} 

Ainsi a, b et e ne sont pas des points limite de À. En revanche tout autre point de X est un point 

limite de À puisque tout ouvert le contenant contient également un point de A différent de 

celui-ci. Par conséquent 4’ = {c, d}. 

(äi) Notons que {a}, {a, b} et {a, c, d} sont des ouverts de X et que 

a€E {a} et QD) 

be las ie LUE bi Be {D} 

cdEfa,c,d} et  {acd}nB = @ 

Ainsi a, b, cet d ne sont pas des points limite de B = {b}. Mais e est un point limite de B puisque 

les ensembles ouverts contenant e sont {a, b, e} et X et que chacun contient le point b € B diffé- 

rent de e. Ainsi B' = {e}. 

Démontrer que si À est un sous-ensemble de B, alors tout point limite de À est également 

un point limite de B, c’est-à-dire que À C B implique ACER 

Solution : 

Rappelons que p € A'ssi (G\ {ph N A # Q pour tout ouvert G contenant p. Mais B D A ; ainsi 

(GK {P})} NB > (GKXHHNA F 9 

Donc pE A’ implique p € B, c’est-à-dire A’ C B”. 
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Soient T, et T: deux topologies sur X telles que T; € Tz, c’est-à-dire que tout 

sous-ensemble T; -ouvert de X est également un sous-ensemble T. -ouvert de X. 

(i) Montrer que tout T2-point limite de À est également un T;-point limite de À. 

(äüi) Construire un espace dans lequel un T,; -point limite n’est pas un 7, -point limite. 

Solution : 

(i) Soit pun T»-point limite de À ; c’est-à-dire que (G \ {p}) N À Æ ® pour tout GE T2 tel que 

p € G. Mais T, CT, ; ainsi, en particulier, (G \{phN A Æ@pourtout GE T; telquepEG, 

c’est-à-dire que p est un ‘T,-point limite de 4. 

(ii) Considérons la topologie usuelle 4 et la topologie discrète 2 sur R. Notons que U C 2 puisque 

D contient tous les sous-ensembles de R. D’après le problème 13, O n’est pas un 2-point limite 

* de l’ensemble À = {1, 1/2, 1/3, ... } puisque A' est vide. Mais 0 est un point limite de À pour la 

topologie usuelle de R. 

Démontrer que si À et B sont deux sous-ensembles d’un espace topologique (X, T ), alors 
(A UB) = A'UB. 

Solution : 

Utilisant le problème 15, ACAUB implique 4 C(AU B) 

BCAUB implique B'C(4UB) 

Ainsi A 'UB'C (4 U B), et nous avons seulement à montrer que 

(AUB) € A'UB' 

Admettons que p Œ A'UB' ;ainsi IGHET tels que 

pEeG et GNnAC {p} et pEeH et HNnBC{p} 

Or GNhHET, pE GNH et 

(GNnH) n (AUB) = (GNHNA)U(GNHNB) € (GNA) U (HNB) C {p} U{p} = {p} 

Ainsi p Œ (4 UB), et donc (4 UB) € (4' UB'). 

ENSEMBLES FERMES, OPERATION DE FERMETURE, ENSEMBLES DENSES 

18. 

19. 

Considérons la topologie suivante sur X = {a, b, c, d, e} : 

T =, {X,0, {a}, {a,b},{a,c,d}, {a,b,c,d},{a,b,e}} 

(i) Déterminer les sous-ensembles fermés de X. 

(üi) Déterminer quelle est l’adhérence des ensembles {a}, {b} et {c, e}. 

(iü) Quels sont parmi les ensembles de (ii) ceux qui sont denses dans X ? 

Solution : 

(i) À est fermé ssi son complémentaire est ouvert. Ainsi on écrit les complémentaires de chacun 

des ensembles de 7: 

D, ZX, {b,c,d,e}, {c,d,e}, {b,e}, {e}, {c,d} 

(ii) L’adhérence ou la fermeture À d’un ensemble quelconque À est l’intersection de tous les ensembles 

fermés qui le contiennent. Le seul sous-ensemble fermé contenant {4} est X ; les fermés contenant 
{b} sont {b, e}, {b, c, d, e} et X ; et les fermés contenant {c, e} sont {c, d, e}, {b, c, d,e}et X. 
Ainsi PE ne 

{a} = X, (b} = {be}, {oe) = {c,d,e} 

(iï) Un ensemble À est dense dans X ssi A = X ; ainsi {a} est le seul ensemble dense. 

Soit 7 la topologie de N formée de Q et de tous les sous-ensembles de N de la forme 
E, = {n,n +1,n +2,...} où n E N comme dans le problème 10. 
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(i) Déterminer les fermés de (N,T). 

(ii) Déterminer l’adhérence des ensembles {7,24,47,85} et {3,6,9,12,...}. 

(üi) Déterminer les sous-ensembles de N qui sont denses dans N. 

Solution : 

(i) Un ensemble est fermé ssi son complémentaire est ouvert. Ainsi les fermés de N sont les suivants : 

N, @, {1}, {1,2}, {1,2, ES SRE NT RE Tr REr 

(ii) L’adhérence d’un ensemble est le plus petit fermé contenant cet ensemble. Ainsi 

11,24,47,85) = {1,2,...,84,85),  3,6,9,12,...} — {1,2,3,...}) = N 

(ïi) Si un sous-ensemble À de N est infini ou, ce qui est équivalent, non borné, alors À = N, c’est-à- 

dire que À est dense dans N. Si À est fini alors son adhérence n’est pas égale à N, c’est-à-dire 

que À n’est pas dense dans N. 

Soit T la topologie de R formée de R, Q et de tous les intervalles infinis ouverts 

E, = (a, ) où a€R. 

(i) Déterminer les fermés de (R, T ). 

(ii) Déterminer l’adhérence des ensembles [3,7), (7,24, 47,85} et ({3,6,9,12,...}. 

Solution : 

(i) Un ensemble est fermé ssi son complémentaire est ouvert. Ainsi les fermés de (R, T ) sont ®,R et 

tous les intervalles infinis fermés E5 = (— ®, a]. 

(ü) L’adhérence d’un ensemble est le plus petit fermé contenant cet ensemble. Ainsi 

— 3, ) = (—©,7], {7, 24, 47, 85} ES (—, 85], {3,6,9,12,...} = (—, ©) = KR 

Soit X un espace topologique discret. (i) Déterminer l’adhérence de n’importe quel sous- 

ensemble À de X. (ii) Déterminer les sous-ensembles denses de X. 

Solution : 

(i) On rappelle que dans un espace discret X tout À C X est fermé ; ainsi À = À. 

(ii) À est dense dans X ssi À = X. Or À = À ainsi X est le seul sous-ensemble dense de X. 

Soit X un espace topologique muni de la topologie grossière. (i) Déterminer les fermés 

de X. (ii) Déterminer l’adhérence de tout sous-ensemble À de X. (iii) Déterminer les 

sous-ensembles denses de X. 

Solution : 

(i) On rappelle que les seuls ouverts d’un espace topologique muni de la topologie grossière sont X 

et Q ; ainsi les fermés de X sont également X et ®. 

(ii) Si À — @ alors A = ®. Si À Æ @ alors À est le seul sous-ensemble fermé contenant À ; ainsi 

A = X, c’est-à-dire que pour tout À CX, 

> Q si A = O 

A Er AO 

(iü) À C X est dense dans X ssi A = X ; ainsi tout sous-ensemble non vide de X est dense dans X. 

Démontrer le théorème 5.4 : Un sous-ensemble À d’un espace topologique est fermé 

_ si et seulement si il contient chacun de ses points d’accumulation, c’est-à-dire si ACTA 

Solution : 

Supposons que À soit fermé et soit p € À, c’est-à<dire p € À € Or A°, complémentaire d’un fermé, 

est ouvert ; ainsi p € A! car A° est un ouvert tel que 

pEA et AcnA=0@ 

Ainsi A C À si À est fermé. 
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24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

x 
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À présent supposons que 4° C4 : nous allons montrer que A° est ouvert. Soit p € A° ; alors 

p Œ A’ ainsi 4 un ouvert G tel que 

pEG et (GKX{p}nA=0Q 

Or,pŒA ; d’où GnA = (GK {p}) NA = 0 

Ainsi G € A°, Ainsi p est un point intérieur de 4°, et donc 4° est ouvert. 

Démontrer que si F est un fermé contenant un ensemble quelconque À, alors A’ C F. 

Solution : 

D’après le problème 15, 4 € F implique A'CF'.OrF'C F', d’après le théorème 5.4 puisque F 

est fermé. Ainsi A CF CFce qui implique LCR 

Démontrer que À U A’ est un fermé. 

Solution : 

Soit p € (4 U 4'Ÿ. Puisque p € 4’, 3 un ouvert G tel que 

pe G et GnA = Oou {p} 

Cependant, p € À ; ainsi en particulier, G MN A = Q. 

Nous affirmons également que G N 4’ = Q. Car sig E G, alors 

gEG et CG NAME 

où G est un ouvert. Ainsi gŒ A’ et ainsi G N 4’ = OQ. Par conséquent, 

GN(AUA”) = (GNA)U(GNA') = BUD = © 

et donc G C (4 U A'Y. Ainsi p est un point intérieur à (4 U 4')° quiest donc un ouvert. Ainsi 4 U A’ 
est fermé. 

Démontrer le théorème 5.6 : À = A U 4’. 

Solution : 

Puisque À C À et que À est fermé, A’ C (4) C 4 et donc 4 U 4’ C 4. Or 4 U 4' est un fermé 
contenant À, donc À C À C A U 4”. Ainsi A = AU 4". 

Démontrer que si À C B alors À C B. 

Solution : 

Si À C B alors d’après le problème 15, A' C B'. Ainsi 4 U4'CBUB! ou, d’après le problème 
précédent, CR) 

Démontrer que : AUB = A UB. 

Solution : 

Utilisant le problème précédent AC AU B ÉetNT CAAS B ; ainsi (4 U B) C À UB. Of 
(4 UB)C (A U B), un fermé puisque réunion de deux AE Alors (proposition 55] 
(A UB)CAUBC (A U B) et donc À UB A UE: 

Démontrer la proposition 5.7 : (i D=@ ; (il ACA; (iÿ)AUB=AUB;: et 
MILAN = 4 

Solution : 

(i) et (iv) : @ et A sont fermés ; ainsi ils sont égaux à leur adhérence. (ii) A C À U A +4 (problème 
26). (ïii) Voir problème Dresden 
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INTERIEUR, EXTERIEUR, FRONTIERE 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

Considérons la topologie suivante sur X = {a, b, c, d, e} : 

T: = {X, 0, {a}, {a, b}, {a,c,d}, {a, b,c,d}, {a,b,e}} 

(i) Trouver les points intérieurs du sous-ensemble À = {a, b, c} de X. (ü) Trouver les 
points extérieurs de À. (iüii) Trouver les points frontière de A. 

Solution : | 

(i) Les points a et b sont des points intérieurs de À puisque 

ThEXGOMCMAN— Eu ;b;,c} 

où {a, b} est un ouvert, c’est-à-dire puisque chacun de ces points appartient à un ouvert contenu 

dans À. Notons que c n’est pas un point intérieur de À puisque c n’appartient à aucun ouvert 

contenu dans À. Ainsi int(A) — {a, b} est l’intérieur de À. 

(ü) Le complémentaire de À est A° = {d, e}. Ni d nie ne sont des points intérieurs de 4° puisque ni 

l’un ni l’autre n’appartient à un ouvert contenu dans 4° = {d, e}. Ainsiint(4°) = ®, c’est-à-dire 

qu’il n’y a pas de point extérieur à À. 

(it) La frontière b(A) de À est formée des points qui ne sont ni intérieurs ni extérieurs à À. Ainsi 

b(4) = {c, d, e}. 

Démontrer la proposition 5.8 : L'intérieur d’un ensemble À est égal à la réunion de tous 
les ouverts contenus dans À. De plus : (i) A° est ouvert ; (ii) A° est le plus grand ouvert 
contenu dans À, c’est-à-dire si G est un ouvert contenu dans À alors G C A° CA ;et 
(äüi) À est ouvert ssi A = A°. 

Solution : 

Soit {G;} la famille de tous les ouverts contenus dans À. Six € 4 alors x appartient à un ouvert 

contenu dans À c’est-à<dire, 

Ai) telque xE Gi 

Ainsi x E U;G; et donc A° C U,G;. Réciproquement, si y € UG; alors y € G;, pour un certain iÿ. Ainsi 

7 €EA ,et U,G; C À . Par conséquent À = U;G:;. 

() 4° = U,G; est ouvert comme réunion d’ouverts. 

(äi) SiG est un ouvert contenu dans À, alors G€ {G;} ; ainsi G C U,G; = A4 CA. 

(üii) Si À est ouvert alors À C A° CA soit A = 4°. Si A = A° alors À est ouvert puisque A° est ouvert. 

Soit À un sous-ensemble propre non vide d’un espace topologique X muni de la topo- 

logie grossière. Trouver l’intérieur, l’extérieur et la frontière de A. 

Solution : 

X et @ sont les seuls ouverts de X. Puisque X Æ A, Q est le seul ouvert contenu dans À ; ainsi 

int (4) = @. De façon analogue int (AS) = @, c’est-à-dire l’extérieur de À est vide. Ainsi b (4) = À. 

Soit T la topologie sur R formée de R, @® et de tous les intervalles infinis ouverts 

E, = (a, ©) où a € R. Trouver l’intérieur, l’extérieur et la frontière de l'intervalle infini 

fermé À = [7, c). 

Solution : 

Puisque l’intérieur de À est le plus grand ouvert contenu dans À, int (4) = (7, ©). Notons que 

A° =(-, 7) ne contient pas d’autre ouvert que @ ; ainsi int (4°) = ext (4) = @. La frontière est 

formée des points qui n’appartiennent ni à int (A) ni à ext (4) ; ainsi b (A) = (— >, 7]. 

Démontrer le théorème 5.9 : À = int (A) U b (À). 
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Solution : 

Puisque À = int(A) Ub(A)Uext(A), (int(4) Ub(4)}: = ext(4À) et il suffit de montrer 
que (4 }° = ext (4). 

Soit p E ext (4) ; alors 3 un ouvert G tel que 

pEGCAS cequiimplique GMA = @. 

Ainsi p n’est pas un point limite de A, c’est-à-dire pŒA',etpÆA. Ainsip € A' U A = À.En 

d’autres termes ext (4) C (AY. 

A présent supposons que pE(A)° = (A U 4'Y°: Ainsi pŒ A’, si bien qu’il 4 un ouvert G tel que 

peG et T7 (GKWW)NA"= 9 

Mais on a également p € À, si bien queG NA =@Detp EG C A°. Ainsi p Eext(4),et (4)° =ext (4). 

Démontrer à l’aide d’un contre-exemple que l’application f qui a tout ensemble associe 
son intérieur, c’est-à-dire que f (A) = int (A), ne commute pas avec la fonction g qui 
associe à chaque ensemble son adhérence, c’est-à-dire g (A) = À. 

Solution : 

Considérons Q l’ensemble des nombres rationnels, comme sous-ensemble de R muni de la topo- 

logie usuelle. Rappelons (exemple 5.3) que l’intérieur de Q est vide ; ainsi 

@°f)@ = g(f(@)) = g(int(Q) = 99) = D = 9 

D’autre part, Q = R et l’intérieur de R est R lui-même. Ainsi 

(fog)(@) = f(g(@)) = F(@ = FR) = R 

Ainsigof F fo g, c’est-à-dire que f et g ne commutent pas. 

VOISINAGES, SYSTEMES DE VOISINAGES 

36. 

37. 

38. 

Considérons la topologie suivante sur X = {a, b, c, d, e} 

TL = {X, Q, {a}, {a, b}, {dc}, {a, b, Ca}, {a, b, e}} 

Déterminer les voisinages (i) du pointe, (ii) du point c. 

Solution : 

(i) Un voisinage de e est un ensemble quelconque contenant un ouvert contenant e. Les ouverts 

contenant e sont {a b, e} et X. Les ensembles contenant {a, b, e} sont {a, b, e}, {a, b, c,e}, 
{a, b, d, e}et X ; le seul ensemble contenant X est X.Par conséquent la famille des voisinages de e, 

c’est-à-dire le système de voisinages de e est : 

Ne = {{a, b, e}, {a, b, C; e}, {a, b, d, e}, X} 

(ü) Les ouverts contenant c sont {a, c, d}, {a, b, c, d}et X. Ainsi le système de voisinage de c est 

Ne — {{a,c,d}, {a,b,c,d}, {a,c,d,e}, X} 

Déterminer le système de voisinage d’un point p quelconque d’un espace topologique X 
muni de la topologie grossière. 

Solution : 

X et ® sont les seuls ouverts de X ; ainsi X est le seul ouvert contenant p. De plus X est le seul 
ensemble contenant X. Ainsi, = {XY; 

Démontrer que l'intersection N N M de deux voisinages quelconques N et M d’un point 
p est également un voisinage de p. 



39. 

40. 

41. 

42. 
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Solution : 

N et M sont des voisinages de p, ainsi 1 des ouverts G, H tels que 

pEGCN et pEHCM 

AinsipEGNHCNONM et G NH est ouvert, c’est-à-dire que N N M est un voisinage de p. 

Démontrer que tout ensemble M contenant un voisinage N d’un point p est également 

un voisinage de p. 

Solution : 

N est un voisinage de p, donc 3 un ouvert G tel que p€E G C N. Par hypothèse N C M, donc 

pEGCNCM cequiimpliqu pEGCM 

et donc M est un voisinage de p. 

Indiquer si chacun des intervalles suivants est ou non un voisinage de 0 pour R muni de 

la topologie usuelle.R. (i) (—4,4], (ii) (—1,0], (iii) [0,#), (iv) (0,1]. 

Solution : 

( Notons que 0E(— à 3) ee (-5; 3 et que (3,2) est ouvert ; ainsi (—?, 1 est un voisinage de 0. 

(äi) et (ii) Tout ensemble U-ouvert G contenant 0 contient un intervalle ouvert (a, b) contenant O, 

c’est-à-dire que a <0 <b ; ainsi G contient à la fois des points plus grands et plus petits que 0. 

Ainsi ni (—1, 0] ni [0, ;) ne sont des voisinages de O. 

(iv) L’intervalle (0, 1] ne contient même pas 0 et n’est donc pas un voisinage de 0. 

Démontrer qu’un ensemble G est ouvert si et seulement si il est voisinage de chacun de 

ses points. 

Solution : 

Supposons que G soit ouvert ; alors chaque point p € G appartient à l’ouvert G contenu dans G. 

Ainsi G est un voisinage de chacun de ses points. 

Réciproquement supposons que G soit voisinage de chacun de ses points. Alors pour chaque point 

p£EG, 1 un ouvert ce tel que pE Ge C G. Ainsi G=U {G, :p EG} et est donc ouvert comme 

réunion d’ouverts. 

Démontrer la proposition 5.10 : Soit N, le système de voisinages d’un point p dans un 

espace topologique X. Alors : 

(i) NN, est non vide et p appartient à chaque élément de N,. 

(ii) L’intersection de deux éléments quelconques deN, appartient à N.. 

(äii) Tout ensemble contenant un élément de NN, appartient àaN\,, 

(iv) Chaque élément N EN, contient un élément G EN, où G est voisinage de chacun 

de ses points. 

Solution : 

() SiNEN,, alors 3 un ouvert GtelquepEG CN ;ainsip EN. Notons que X EN, puisque X est 

un ouvert qui contient p ; ainsi N, # ®. 

(ii) Démontré dans le problème 38. (iii) Démontré dans le problème 39. 

(iv) SiNEN,, alors N est un voisinage de p, donc 4 un ouvert GtelquepE G C N. Or, d’après le 

problème précédent, G € N, et G est un voisinage de chacun de ses points. 
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SOUS-ESPACES, TOPOLOGIE INDUITE 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

Considérons la topologie suivante sur X = {a, b, c, d, e} 

ni = {X, Q, {a}, {a, b}, {a, C, d}, {a, b, C, d}, {a, b, e}} 

Déterminer les éléments de la topologie T, induite sur À = {a, c, e}. 

Solution : 

Ta = (ANG:GET}, donc les éléments de TA sont : 

ARE À ANA} —1{a} AN {a,c,d} = {a,c} AN {a,b,e} = {a,e} 

AnD=9 AN {a,b} = {a} A N {a,b,c,d} = {a,c} 

En d’autres termes, T4 = {4,@, {a}, {a, c }, {a, e}}. Notons que {a, c} n’est pas ouvert dans X, 
mais est ouvert relativement à À, c’est-à-dire est T,-ouvert. 

Considérons la topologie usuelle U de la droite réelle R. Décrire latopologie U, induite 
sur l’ensemble N des entiers positifs. 

Solution : 

_Remarquons que pour chaque entier positif n, EN, 

{no} = NN(no—#, no + à) 

et que (n, — D ñn5 € 3) est U-ouvert ; ainsi tout singleton {n,} de N est ouvert relativement à N. 

Ainsi tout sous-ensemble de N est ouvert relativement à N comme réunion de singletons. En d’autres 

termes U}, est la topologie discrète sur N. 

Soit À un ensemble T -ouvert de (X, T)et soit A € Y C X. Montrer que À est également 
ouvert pour la topologie induite sur YŸ, c’est-à-dire que À est une partieT ,-ouverte de Y. 

Solution : 

Ty. = {YNG:GET}.OrACYetAET,; ans A4 =}YNAET,. 

Considérons la topologie usuelle U de la droite réelle R. Déterminer si chacun des 
sous-ensembles suivants de 7 = [0, 1] sont ouverts relativement à J ou non, c’est-à-dire 
T, ouverts : (i) G 1], (ii) (5), (üi) (0,5 ÿ 

Solution : 

() Notons que G 1]=17N (L, 3) et que (L, 3) est ouvert dans R : ainsi G; 1 | est ouvert relativement 
à I. 

(äü) Puisque G: D est ouvert dans R, c’est-à-dire que 6; : 

le problème précédent. D'ailleurs, G D TES) 

L 2) EU. il est ouvert relativement à J d’après 

(üi) Puisque (0, 21 n’est égal à l’intersection de Z avec aucun sous-ensemble U -ouvert de R, il n’est pas 
U,;-ouvert. 

Soit À un sous-ensemble d’un espace topologique (X, T). Montrer que la topologie 
induite T, est bien définie. En d’autres termes montrer que T à = (ANG; GE Test 
une topologie sur À. 

Solution : 

Puisque T est une topologie, X et @ appartiennent à T. Ainsi À N X = A et AN ® = Q appar- 
tiennent tous deux à T,, qui vérifie alors bien [O, |. 

A présent soit {4; :1E I} une sous-famille de T,. D’après la définition même de T A, Pour chaque 
1€ I, 4 un ensemble T-ouvert G; tel que H=AN G;. D’après la propriété de distributivité de l’inter- 
section par rapport à la réunion, 

U;H; = U;(ANG;) = An(U;G; 
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Or U, G,€ T comme réunion d’ensembles T-ouverts ; ainsi U, H,€ T\; Ainsi T, vérifie [O, 1. 

A présent supposons que H,, H,€E T4. Alors 34 G;, G,ET tels que A, = ANG, et 

H, = AÛG,;: 

OrG,NG,E€ T puisque T est une topologie. Aïnsi 

appartient à T,. 

Par conséquent T}, vérifie [O, ] et est bien une topologie sur 4. 

Soit (X,T) un sous-espace de (Y,T*) et soit (Y, T*) un sous-espace de (Z, T ee 

Montrer que (X, T)est également un sous-espace de (Z, T**). 

Solution : 

Puisque X C Y CZ, (X, T) est un sous-espace de (Z, T**) si et seulement si Te Te Son 

GET; à present T*= T, donc 3 G*E TX pour lequel G=XMNG*. Or T* = T$*, donc 

3 G**ET** tel que G* = Y N G**, Ainsi 

G=XnG = XNnYNnG*#* = XnG** 

puisque X C Y ; donc G € T**. Par conséquent T C TX’. 

À présent supposons que GETz*, c’està-dire que 1 H ET** tel que G=XNH.-0r 

FERHETS= T*donc XN(YNH)ETS = T. Puisque 

XNn(YnH) = XNnH=G 

Nous avons G € T. Par conséquent T%° C T et le théorème est démontré. 

PROBLEMES DIVERS 

49. 

50. 

51. 

Soit P(X) l’ensemble des parties d’un ensemble non vide X. De plus soit 

k: P(X) > P(X) 

l’application identique, c’est-à-dire l’application telle que pour tout À C X, k (A) = À. 

(i) Vérifier que » vérifie les axiomes d’une fermeture de Kuratowski du théorème 5.12. 

(ii) Déterminer la topologie induite par k sur X. 

Solution : 

(i) k(®) = @ donc [K;] est vérifié. k(A U B) = A UB = k(A) Uk(B) donc [K3] est vérifié. 

k(A) = À D À, donc [K;] est vérifié. k(k(A)) = k(A), donc [Ka] est vérifié. 

(ii) Un sous-ensemble F C X est fermé dans la topologie induite par & si et seulement si k(F) = F.Or 

k(A) = À pour tout 4 C X, donc tout ensemble est fermé et donc k induit la topologie discrète. 

Soit T la topologie cofinie sur la droite réelle R, et soit (a, ,a,...) une suite de R dont 

les termes sont tous distincts. Montrer que (a,) converge vers tout nombre réel p € R. 

Solution : 

Soit G un ouvert quelconque contenant p € R. Par définition de la topologie cofinie, G° est un 

ensemble fini et ne peut donc contenir qu’un nombre fini de termes de la suite (a,) puisque les termes 

sont tous distincts. Ainsi G contient presque tous les termes de la suite (a,,) et donc (a,,) converge vers p. 

Soit T la famille de toutes les topologies sur un ensemble non vide X, ordonnée par 

inclusion. Montrer que T est un treilli complet, c’est-à-dire que si S est une sous-famille 

non vide de T alors sup(S) et inf(S) existent. 

Solution: , 

Soit T, =N{T:T ES}. D’après le théorème 5.1, T, est une topologie ; ainsi T: ETet 

T; =inf(S). 



94 

52. 

Chapitre 5/Espaces topologiques : définitions 

A présent soit B l’ensemble de tous les majorants de S. Remarquons que B est non vide puisque par 

exemple la topologie discrète D sur X appartient à B. Soit T, = MT T:T EB}. A nouveau d’après 

le théorème 5.1, T, est une topologie sur X et de plus T2 = sup(S). 

Soit X un ensemble non vide, et, pour chaque point p € X soit e4, la famille des sous- 

ensembles de X contenant bp. 

(i) Vérifier que e4, vérifie les axiomes des voisinages du théorème 5.11. 

(ii) Trouver quelle est la topologie induite sur X. 

Solution : 

(i) Puisque pE X, XE 24, et donc c4, # @. Par hypothèse p appartient à chaque élément de c4,. 

Ainsi [ A. ]est vérifié. 

Si M, NE cA,, alors p EMetpEN,et doncp EMNN.AiniMNNE c4, et donc [A; j est 

vérifié. 

SiN € «4, et que N C M c’est-à-dire si p € NC M, alors p € M. Ainsi M € cA4, et donc [A3] 

est vérifié. 

Par définition de e4,, tout À C X a la propriété que À € c4, pour chaque p € À. Ainsi [A4] 

est vérifié. 

(ii) Un sous-ensemble À C X est ouvert dans la topologie induite sur X si et seulement si À €Ec4; pour 

tout p € À. Puisque tout sous-ensemble de X a cette propriété, la topologie induite sur X est la 

topologie discrète. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

ESPACES TOPOLOGIQUES 

53. 

54. 

55: 

56. 

dt. 

58. 

52 

60. 

Déterminer toutes les topologies possibles sur l’ensemble X = {, b}. 

Démontrer le théorème 5.1 : Soit { T;: iE I} une famille quelconque de topologies sur un ensemble Y, 

alors N; T; est également une topologie sur X. 

Soit X un ensemble infini et soit T une topologie sur À dans laquelle toutes les parties infinies de X 

sont ouvertes. Montrer que T est la topologie discrète sur X. 

Soit X un ensemble infini et supposons que T soit formée de @ ainsi que de tous les sous-ensembles 

de X dont les complémentaires sont au plus dénombrables. 

(i) Démontrer que (X, T ) est un espace topologique. 

(ii) Si X est au plus dénombrable, décrire la topologie définie par 7. 

Soit T = {R?,@}UÙ {G4 : k € R} la famille des parties du plan R? où 

GL = {(&,y): tYER, x >y+tk} 
{ 

(i) Démontrer que T est une topologie sur R?. 

(ii) Est-ce que T est encore une topologie sur R? sion remplace ‘k € R°”° par “k E N° ? par ‘“k E Q”? 

Démontrer que (R?, T ) est un espace topologique, les éléments de T étant ® et les complémentaires 

des familles finies de points et de droites. 

Soit {p} un singleton arbitraire tel que p Œ R ; par exemple {R}. De plus soit R* = R U {p}et T la 
famille des sous-ensembles de R* formée de tous les sous-ensembles U -ouverts de R ainsi que des 
complémentaires (relativement à R*) de tous les U-fermés bornés. Montrer que T est une topologie 
sur R*. $ 

Soit {p} un singleton arbitraire tel que p Æ R ; et soit R* = R U {p}. De plus soit T la famille des 
sous-ensembles de R* formée de toutes les parties de R ainsi que des complémentaires (relativement 

à R*) de toutes les parties finies de R. Démontrer que T est une topologie sur R*. 
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POINTS D’ACCUMULATION, ENSEMBLES DERIVES 

61. 

62: 

63. 

64. 

65. 

66. 

Démontrer que : AU B' = (4 UB)!. 

Démontrer que si p est un point limite de l’ensemble 4, alors p est égal et un point limite de À \ {p}. 

Démontrer que si X est un espace topologique cofini, alors A' est fermé pour tout sous-ensemble À 

de X. 

Considérons l’espace topologique (R,T )où T est formée par R, ® et tous les intervalles infinis ouverts 

E, = (a, ©), a E R. Trouver l’ensemble dérivé (i) de l'intervalle [4, 10) ; (ïi) de Z l’ensemble des entiers 

relatifs. 

Soit T la topologie de R* = R U {p} définie dans le problème 59. 

(i) Déterminer les points d’accumulation des ensembles suivants : 

(1) de l'intervalle ouvert (a, b),a, bE R (2) de l'intervalle infini ouvert (a, ),a€R (3)deR. 

(ii) Déterminer les sous-ensembles de R* admettant p comme point limite. 

Soient T; et T> deux topologies sur un ensemble X, T; étant moins fine que T,, c’est-à-dire que 

(i) Montrer que tout point d’accumulation pour T7 d’un sous-ensemble À de X est également point 

d’accumulation pour T1. 

(ü) Construire un exemple dans lequel la reciproque de (i) n’est pas vérifiée. 

ENSEMBLES FERMES, ADHERENCE OÙ FERMETURE D’UN ENSEMBLE, SOUS-ENSEMBLES DENSES 

67. 

68. 

69. 

70. 

71. 

T2: 

73. 

74. 

Construire un espace topologique non discret dans lequel les ensembles fermés sont identiques aux 

ensembles ouverts. 

Démontrer que ANBCAN B. Construire un exemple où légalité n’est pas vérifiée. 

Démontrer que À \B C (4 \B). Construire un exemple où l'égalité n’est pas vérifiée. 

Démontrer que si À est ouvert, alors À N PICFATYE. 

Démontrer que si À est un sous-ensemble dense de (X, T ) et B un sous-ensemble ouvert non vide de Y, 

alors A NB Æ Q. 

Soient T, et T> deux topologies sur X, T; étant moins fine que T,. Montrer que l’adhérence pour 

T; de tout sous-ensemble À de X est contenu dans l’adhérence pour T; de 4. 

Montrer que tout sous-ensemble non fini d’un espace topologique infini cofini X est dense dans X. 

Montrer que tout ouvert non vide d’un espace topologique muni de la topologie grossière X est dense 

dans X. 

INTERIEUR, EXTERIEUR, FRONTIÈRE 

75. 

76. 

Te 

78. 

79: 

80. 

Soit X un espace discret et soit A C X. Trouver (i) int (A), (äi) ext(A), et (ïii) b(4). 

Démontrer que : (i) b(4) C 4 si et seulement si À est fermé. 

(ü) b(4) N À = O siet seulement si À ouvert. 

(iii) b(4) = @ siet seulement si À est à la fois ouvert et fermé. 

Démontrer que si A NB = @, alors b(A U B) = b(4) U b(B). 

Démontrer que : (i) A Vp.E (4 N BY , (Gi) AU C4 U BY. Construire un exemple dans lequel 

l'égalité en (ii) n’est pas vérifiée. 

Démontrer que : b(4°) C b(4). Construire un exemple où l'égalité n’est pas vérifiée. 

Montrer que int(4) U ext(A) n’est pas nécessairement dense dans un espace X. (C’est vrai si X = R.) 
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81. 
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Démontrer que si T; et T2 sont deux topologies sur X, T; étant moins fine que T;, c ’est-à-dire 

T;,. C T.,et si A C X, alors : 

(i) L'intérieur de À pour T, est contenu dans l’intérieur de À pour T2. 

(äi) La frontière pour T, de À est contenue dans la frontière pour T, de À. 

VOISINAGES, SYSTEMES DE VOISINAGES 

82. 

83. 

84. 

Soit X un espace topologique cofini. Montrer que tout voisinage d’un point p € X est un ouvert. 

Soit X un espace topologique muni de la topologie grossière. Déterminer le système de voisinages N, 

d’un point quelconque p € À. 

Montrer que si N, est fini, alors M{N : N EN, } appartient à Ny 

SOUS-ESPACES, TOPOLOGIE INDUITE 

85. 

86. 

87. 

88. 

89. 

90. 

Montrer que tout sous-espace d’un espace discret est également discret. 

Montrer que tout sous-espace d’un espace muni de la topologie grossière est également muni de la topo- 

logie grossière. 

Soit (Y, Ty-) un sous-espace de (X, T ). Montrer que £ © Y est fermé pour Ty si et seulement si 

E=YNF, où F est un fermé de X pour T . 

Soit ((A,T,) un sous-espace de (X,T). Démontrer que TA est formée des éléments de T contenus 

dans À, c’est-à-dire T; = {G:GCA,GE T }, si et seulement si À est un ouvert de X pour T. 

Soit (Y, Ty) un sous-espace de (X, T ). Pour tout sous-ensemble A de Ÿ, soit À et A° l’adhérence et 

l’intérieur de À par rapport à T et soit (A)r et (4° )y l'adhérence et l’intérieur de À par rapport à Ty. 

Démontrer que (i) (4)y = ANY, (ü) A (A )y lie 

Soient 4, B et C des sous-ensembles d’un espace topologique X avec C C À U B. Si 4, B et À UB sont 

munis de la topologie induite, démontrer que C est ouvert relativement à À U B si et seulement si 

CN A est ouvert relativement à À et si C N B est ouvert relativement à B. 

DEFINITIONS EQUIVALENTES D’UNE TOPOLOGIE 

SE 

92. 

93. 

Démontrer le théorème 5.11 : Soit X un ensemble non vide et supposons qu’il soit associé à chaque 

point p € X une famille c4, de parties de X vérifiant les axiomes suivants : 

[A1] cA, n’est pas vide et p appartient à chaque élément de la famille c4,.. 

[A2] L'intersection de deux éléments quelconques de la famille 4, appartient encore à c4,. 

[A3] Tout sous-ensemble contenant un élément de la famille e4, appartient à c4,. 

[Aa] Chaque élément N € c4, contient un élément G € c4, tel que G € 4, pour tout g€ G. 

Alors il existe une topologie et une seule T sur X telle que À est le système de voisinage pour T du 

point pE X. 

Démontrer le théorème 5.12 : Soit X un ensemble non vide et soit & : P(X) > P(X) vérifiant les 

axiomes d’une fermeture de Kuratowski : 

[K;] k(@)=9, [K:] ACKk(A), [K3l k(AUB) = k(A) U k(B), [K;] k(k(A)) = k(4) 

Alors il existe une topologie et une seule T sur X telle que &(4) soit la fermeture ou l’adhérence pour 

FrdeZACeX 

Démontrer le théorème suivant : Soit X un ensemble non vide et soit à : P(X) > P(X) vérifiant les 
propriétés suivantes 

(Gi) (A) =X, (i) (4)cA, (ii) KAUB) = 4) UB), (iv) i(i(4)) = i(4) 

Alors il existe une topologie T et une seule sur X telle que (4) soit l’intérieur pour T de À C X. 



94. 

95. 

33 

56. 

64. 

65. 

67. 

75: 

80. 
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Démontrer le théorème suivant : Soit X un ensemble non vide et soit F une famille de parties de X 
ayant les propriétés suivantes : 

(Gi) ZX et Q appartiennent à F. 

(ii) L’intersection de toute famille d'éléments de F appartient F. 

(iii) La réunion de deux éléments quelconques de F appartient à 7. 

Alors il existe une topologie T et une seule sur X telle que les éléments de F soient précisément les 
fermés pour T de X. 

Supposons qu’un voisinage d’un nombre réel p € R soit un ensemble quelconque contenant p ainsi que 

tous les nombres rationnels d’un intervalle ouvert (a, b) tel que a < p < b. 

(Gi) Montrer que ces voisinages vérifient bien les axiomes des voisinages et définissent donc une topo- 

logie sur la droite réelle R. 

(ü) Montrer qu'aucun ensemble de nombres irrationnels ne contient de points d’accumulation. 

Gü) Montrer qu'aucune suite de nombres irrationnels, telle que (r/2, n/3, n/4, . . .), ne converge. 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENT AIRES 

{X,9}, {X, {a}, @}, {X,(b},@} et {X, {a}, {b}, O}. 

(ii) La topologie discrete. 

(i) (—w,10] (GR 

(Gi): (1) [a,b], (2) [a,æ) U {p}, (8) R*. (ii) Les sous-ensembles non bornés de R. 

X-= {a,b,c}, T = {X, 0, {a, b}, {c}} 

(i) À, (ii) Ac, (iii) Q@ 

Soit X = {a, b} muni de la topologie grossière et soit A = {a}. 



CHAPITRE 6 

Bases et sous-bases 

BASE D’UNE TOPOLOGIE 

Soit (X, T) un espace topologique. Une famille 8 d’ouverts de X, c’est-à-dire BCT, est 

une base pour la topologie T ssi 

(i) tout ouvert G € T est réunion d’éléments de 3. 

De manière équivalente, 8 C T est une base de T ssi 

(ii) pour tout point p appartenant à un ouvert G il existe BESB telqupEeBCG. 

Exemple 1.1 : 

Exemple 1.2 : 

Exemple 1.3 : 

Les intervalles ouverts forment une base pour la topologie usuelle de la droite réelle R. 

Car si GC R est ouvert et si p EG alors par définition, 4 un intervalle (a, b) tel 

que pE(a b)CG. 

De manière analogue, les disques ouverts forment une base pour la topologie usuelle 

du plan R°. 

Les rectangles ouverts du plan R? de côtés 

parallèles aux axes forment également une 

base 3 pour la topologie usuelle du plan hs 

En effet soit G CR? un ouvert et pEG. 

Alors il existe un disque ouvert D, centré en p 

tel que p€ 2 € G. Alors tout rectangle BESB 

dont les sommets sont sur le bord de D, vérifie 

nEeBCD,CG soit  pEeBCG 

ainsi qu’il est indiqué sur le schéma. En 

d’autres termes, vérifie la condition (ii) ci- 

dessus. 

Considérons un espace discret quelconque (X, D). Alors la famille 8 = {{p}:p € X}des 

singletons de X est une base pour la topologie discrète 2 sur X. En effet chaque singleton 

{p} est ouvert pour D, puisque tout 4 © X est ouvert pour D ; de plus, tout ensemble 

est réunion de singletons. D'ailleurs toute autre famille B* de parties de X est une base 

de D si et seulement si elle contient la famille B, c’est-à-dire B* D . 

Nous allons nous poser alors la question suivante : étant donnée une famille B de parties 
de X, quand est-ce que la famille 8 va être une base pour une topologie définie sur X ? Il est 
clair que la condition X = U {B:B € B} est nécessaire puisque X est ouvert pour toute topo- 
logie définie sur X. L’exemple suivant va montrer qu’on a également besoin d’autres conditions. 

Exemple 1.4 : Soit X = {a, b, c}. Nous allons montrer que la famille 8 formée de {a, b }et {b, c}, 
c’est-à-dire B — {{a, b}, {b, c}}ne peut être une base d’aucune topologie définie sur 
X. En effet {a, b }et {b, c}seraient alors ouverts et donc leur intersection 

{a, b}N {b, c} = {b} 

seraient elle-même ouverte ; mais {b} n’est pas réunion d’éléments de 3. 

Le théorème suivant donne des conditions à la fois nécessaires et suffisantes pour qu’une 
famille d’ensembles soit une base d’une topologie. 



Théorème 6.1 : 

Exemple 1.5 : 

SOUS-BASES 
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Soit 8 une famille de parties d’un ensemble non vide X. Alors 8 est une base 
d’une topologie sur X si et seulement si elle possède les deux propriétés 
suivantes : 

( X=U{B:BESB}. 

(ii) Pour tout B, B* € 8, B N B* est réunion d'éléments de B,, ou de ma- 
nière équivalente si p € B N B* alors 1B, € B telquep € B, C BNBX*. 

Soit B la famille des intervalles semi-ouverts de la droite réelle R : 

Bo = (410) ,e,0 ER, cb} 

Il est clair que R est réunion d’éléments de 3 puisque tout nombre réel appartient à un 

intervalle semi-ouvert. De plus, l'intersection (a, b] N (c, d] de deux intervalles semi- 

ouverts ouverts à gauche, fermés à droite est soit vide soit égale à un autre intervalle 

semi-ouvert ouvert à gauche, fermé à droite. Par exemple, 

HOT CI Abd alors  (a,b] N (c,d] = (c,b] 

comme il est indiqué dans le schéma ci-dessous. 

a c b d 

Ainsi la famille T formée par les réunions d’intervalles semi-ouverts ouverts à gauche, 

fermés à droite, est une topologie sur R, c’est-à-dire B est une base d’une topologie T sur 

R. Cette topologie T est appelée topologie de la limite supérieure sur R. Remarquons 

due: 

De manière analogue, la famille des intervalles semi-ouverts, fermés à gauche ouverts 

à droite 

B*: — X[a,b):a,b ER, a < b} 

est une base pour une topologie T* sur R appelée topologie de la limite inférieure sur R. 

Soit (X, T) un espace topologique. Une famille  d’ouverts de X, c’est-à-dire J CT, est 

une sous-base pour une topologie T sur X ssi les intersections finies d'éléments de forment 

une base de T. 

Exemple 2.1 : 

Exemple 2.2 : 

Remarquons que tout intervalle ouvert (a, b) de la droite R est égal à l'intersection des 

deux intervalles infinis ouverts (a, ©) et (— ©, b) : (a, b) = (a, ©) MN (— ©, b). Or les 

intervalles ouverts forment une base pour la topologie usuelle sur R : ainsi la famille -f 

de tous les intervalles infinis ouverts est une sous-base de R. 

L’intersection d’une bande infinie ouverte verticale et d’une bande infinie ouverte hori- 

zontale dans le plan est un rectangle ouvert comme on l’a représenté sur le schéma ci- 

dessous, 

Or comme il a été noté précédemment, les rectangles ouverts constituent une base pour 

la topologie usuelle de R?. Par conséquent, la famille © des bandes infinies ouvertes est 

une sous-base pour R°. 
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TOPOLOGIE ENGENDREE PAR UNE FAMILLE D’ENSEMBLES 

Soit 4 une famille quelconque de parties d’un ensemble non vide X. Comme on l’a vu 
précédemment, «4 peut ne pas être une base pour une topologie sur X. Cependant c4 engendre 
toujours une topologie sur X au sens suivant : 

Théorème 6.2 : 

Exemple 3.1 : 

Exemple 3.2 : 

Toute famille de parties c4 d’un ensemble non vide X est une sous-base d’une 
topologie unique T sur X ; c’est-à-dire que les intersections finies d’éléments 
dec constituent une base pour une topologie 7 sur X. 

Considérons la famille suivante de parties de X = {a, b, c, d} : 

cA — {{a,b}, {b,c}, {d}} 

Les intersections finies d'éléments de 4 donnent la famille 

B — {{a,b}, {b,c}, {d}, {b}, D, X} 

(Notons que X € 8 puisque, par définition, c’est l’intersection vide c’est-à-dire étendue à 

une famille vide d’éléments de c4.) Prenant les réunions des éléments de 8 , on obtient la 

famille 

T =  {{a,b}, {b,c}, {d}, {b}, @, X, {a,b,d}, {b,c,d}, {b,d}, {a,b,c}} 

laquelle est la topologie sur X engendrée par la famille c4. 

Soit (X, ©) un ensemble totalement ordonné non vide quelconque. La topologie sur X 

engendrée par les parties de X de la forme 

{x EX : x <p,pEX} ou (xEX : p<x, PEX)} 

est appelée la topologie de l’ordre sur X. Remarquons, d’après l'exemple 2.1, que la topo- 

logie usuelle de R est en fait identique à la topologie (naturelle) de l’ordre sur R. 

La topologie engendrée par une famille d’ensembles peut également être caractérisée de la 
manière suivante : 

Proposition 6.3 : 

BASE LOCALE 

Soit «4 une famille de parties d’un ensemble non vide X. Alors la topologie 
T sur X engendrée par c4 est l’intersection de toutes les topologies sur X qui 
contiennent cA. 

Soit p un point arbitraire d’un espace topologique X, Une famille ‘B d’ouverts contenant 
p est appelée une base locale en p ssi pour chaque ouvert G contenant p, 1G, € B» ayant la 
propriété quepE G, C G. 

Exemple 4.1 : Considérons la topologie usuelle du plan R? et un point quelconque p € R?. Alors la 

famille , des disques ouverts centrés en p est une base locale en p. En effet comme on 

l’a précédemment démontré, tout ouvert G contenant p contient également un disque 

ouvert D, dont le centre est en p. 

De façon analogue, la famille des intervalles ouverts (a — ô, a + ôÔ) de la droite R, de 
centre a € R est une base locale au point a. 

Il est clair que la relation suivante entre une base “globale” d’une topologie et une base 
“locale” en un point est vérifiée : 
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Proposition 6. 4 : Soit une base d’une topologie T définie sur X et soit p € X. Alors les 
éléments de la base B qui contiennent p forment une base locale au point p. 

Certaines notions définies précédemment en termes d’ouverts contenant un point p peuvent 
également être simplement définies en termes des éléments d’une base locale en p. Par exemple, 

Proposition 6.5 : Un point p d’un espace topologique X est un point d’accumulation de 
A © X ssi chaque élément d’une base locale , en p contient un point de 
A différent de p. 

Proposition 6.6 : Une suite (a,, a;, . . .) de points d’un espace topologique X converge vers 
p € X ssi chaque élément d’une base locale , en p contient presque tous 
les termes de la suite. 

Les trois propositions précédentes impliquent le corollaire suivant très utile. 

Corollaire 6.7 : Soit 3 une base d’une topologie T définie sur X. Alors : 

(i) p € ZX est un point d’accumulation de À C X ssi chaque ouvert de la 
base BE contenant p contient un point de À différent de p ; 

(ii) une suite (a;, a,,...) de points de X converge vers p € X ssi chaque 
ouvert de la base BE B contenant p contient presque tous les termes 
de la suite. 

Exemple 4.2 : Considérons la topologie de la limite inférieure T sur la droite réelle R qui a pour base 

les intervalles semi-ouverts, fermés à gauche ouverts à droite [a, b), et soit À = (0, 1). 

Notons que G = [1, 2) est un ouvert pour T contenant 1 € R pour lequel G N A =; 

ainsi 1 n’est pas un point limite de À. Par contre, 0€ KR est un point limite de À puisque 

n'importe quel ouvert de la base [a, b) contenant 0, c’est-à-dire pour lequel a < 0 < b, 

contient des points de À autres que 0. 

PROBLEMES RESOLUS 

BASES É 

1. Montrer l’équivalence des deux définitions de la base d’une topologie, c’est-à-dire que si 
B est une sous-famille de T, alors les deux assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) Chaque G ET est réunion d'éléments de 3. 

(ü) Pour tout point p appartenant à un ouvert G, 3B, € B telquepEB, C G. 

Solution : 

Si G = U;B; où B; € g, alors chaque point p € G = U;G; appartient à l’un au moins des éléments 

Bi de la réunion ; donc 

pE Bi C U,B; = G 

Réciproquement, si pour chaque pE G, IB,€ 8 telquepE B, C G, alors 

G = U{B,:p€G} 

et G est réunion d'éléments de 3. 

2 Déterminer si chacune des familles suivantes de parties du plan R? est une base ou non 

pour la topologie usuelle de R? : (i) la famille des triangles équilatéraux ouverts ; (ii) les 

carrés ouverts de côtés parallèles aux axes. 

Solution : 

Les deux familles ci-dessus constituent une base pour la topologie usuelle de R?. En effet soit G 

un ouvert de R? et soit p € G. Alors 1 un disque D, centré en p tel que p € D, C G. Remarquons 

que soit un triangle équilatéral soit un carré peuvent être inscrits dans D, comme on l’a montré sur 

les schémas ci-dessous. 
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Ainsi chaque famille vérifie la deuxième définition d’une base pour une topologie. 

Soit une base d’une topologie T sur X et soit B* une famille d’ouverts contenant , 

c’est-àdire BCB*CT..Montrer que B* est également une base de T. 

Solution : 

Soit G un ouvert de X. Puisque 8 est une base de (X, T ), G est réunion d'éléments de B, c’est- 

à-dire G = U,B; où B; € B. Or BC B*; ; ainsi chaque B; € 8 appartient aussi à ‘B*. Ainsi G est 

réunion d’éléments de *,et donc 8* est également une base de (X, T). 

Soit X un espace discret et soit 8 la famille des singletons de X, c’est-à-dire B = 

{{p} ; p € X}. Montrer que toute famille * de parties de X est une base de X si et 

seulement si elle contient la famille &. 

Solution : 

Supposons que * soit une base de X. Puisque tout singleton {p} est ouvert dans un espace 

discret, {p} doit être réunion d’éléments de B*. Or un singleton ne peut être réunion que de lui- 

même ou réunion de lui-même et de l’ensemble vide @. Ainsi {p} doit être un élément de B*, ainsi, 

‘BC B*. 

Réciproquement puisque 3. est une base d’un espace discret X (voir l’exemple 1.3), toute famille 

contenant 3 est également une base de X. 

Démontrer le théorème 6.1 : Soit B une famille de parties d’un ensemble non vide X. 

Alors 3 est une base d’une topologie de X si et seulement si elle vérifie les deux pro- 

priétés suivantes : 

(ÿ X = U{B:BEB)\. 
(ii) Pour tout B, B* E B, B N B* est la réunion d'éléments de 8, ou, de façon équiva- 

lente si p € B N B* alors 1B, € 8 telquepEB, C BNBX*. 

Solution : 

Supposons que 8 soit une base de la topologie T définie sur X. Puisque X est ouvert, X est réunion 

d'éléments de 3. Ainsi X est réunion de tous les éléments de , c’est-à-dire X = U {B:B€ 8}. De 

plus si B, B* € B alors en particulier B et B* sont ouverts. Ainsi l’intersection B M B* est également 

ouverte et, puisque 8 est une base de T, elle est réunion d’élément de 3. Ainsi (i) et (ii) sont vérifiées. 

Réciproquement, supposons que 3 soit une famille de parties de X qui vérifient (i) et (ii) ci-dessus. 

Soit T la famille de toutes les parties de X qui sont réunions d’éléments de 8. Nous affirmons que T 

est une topologie sur X. Remarquons que 8 © T est une base de cette topologie. 

D’après (i), X = U {B : BE} ; ainsi X € T. Notons que O est réunion de la sous-famille vide de 

3, c’est-à-dire O = U {B:BEG CB}; ;ans9ET,et donc T vérifie [O;]. 

À présent soit {G;} une famille d'éléments de T. Par définition de T, chaque G; est réunion d’élé- 
ments de B; ; ainsi la réunion U;G; est également réunion d’éléments de 8 et donc appartient à T. 
Ainsi T vérifie [O; |. 

Enfin supposons que G, H ET. Nous devons montrer que G M H appartient également à T. 

D’après la définition de T, il existe deux sous-familles {B; : i€ 1} et {B; : j € J} de B telles que 

G = U;B; et que H = U;B;. Alors, d’après les propriétés de distributivité, 
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Or d’après (ii), B; N B; est réunion d’éléments de 3; ; ainsi GMNH = U ROBE EL 1 € J} est égale- 
ment réunion d'éléments de 3 et donc appartient à T qui par conséquent vérifie [O3]. Ainsi T est une 

topologie sur X de base GB. 

Soient 3 et B* les bases respectives des topologies T et T* définies sur un ensemble X. 
Supposons que chaque BE soit réunion d’éléments de 3*. Montrer que T est moins 
fine que T*, c’est-à-dire T C T*. 

Solution : 

Soit G un ouvert pour T. Alors G est réunion d'éléments de 2, c’est-à-dire G = U;B; où B; € &. 
Or, par hypothèse, chaque B; € B est réunion d’éléments de B*,et donc G = U;B; est également 

réunion d’éléments de * qui sont des ouverts pour T*. Ainsi G est également un ouvert pour T* et 
donc et 

Montrer que la topologie usuelle U de la droite réelle R est moins fine que la topologie 
de la limite supérieure T de R qui a pour base les intervalles ouverts à gauche, fermés à 
droite (a, b]. 

Solution : 

Notons d’abord que tout intervalle ouvert est égal à une réunion d’intervalles ouverts à gauche 

fermés à droite. Par exemple. 

(a,b) — UX(a, b—1/n] : n € N} 

Puisque la famille des intervalles ouverts est une base de U, d’après le problème précédent UCT, 

c’est-à-dire tout ouvert pour U est ouvert pour T. 

Considérons la topologie de la limite supérieure T sur la droite R qui a pour base les 
intervalles ouverts à gauche fermés à droite (a, b]. (i) Montrer que l'intervalle infini 
ouvert (4, c) et l’intervalle infini fermé (— ce, 2] sont les ouverts pour T.(ii) Montrer 
que tout intervalle infini ouvert (a, ) et tout intervalle infini fermé (— +, b] sont des 
ouverts pour T. (ii) Montrer que tout intervalle ouvert à gauche fermé à droite (a, b] 
est à la fois ouvert et fermé pour T. 

Solution : 

(i) Remarquons que (Aæ), = (4,56! C-(4,6] 0"(4 7] UI(4, 810: => 

(—>,2] —= (0,2] U (—1,2] U (—2,2] U --- 

Ainsi chacun est ouvert pour T puisque chacun est réunion d’éléments de la base de T. 

(üï) De manière analogue 

(a: æ) =" (a, a FAVU (a, a F2 U" (x, Faure" 

(2e, b] =. (b—1, 0] U (b—2, 6] U (b—8/6] U (b—4, b] U »-- 

Ainsi chacun est ouvert pour T . 

(ii) (a, bF =(-, a] U (b, æ), et les deux intervalles du deuxième membre sont ouverts, doncilen 

est de même de leur réunion et donc (a, b] est fermé. Or (a, b] appartient à la base de T et donc 

est également ouvert. 

SOUS-BASE, TOPOLOGIE ENGENDREE PAR UNE FAMILLE D’ENSEMBLES 

D Soit X = {a, b, c, d, e} et soit c4 = {{a, b, c}, {c, d}, {d, e}}. Trouver quelle est la 

topologie sur X engendrée par c4. 

Solution : 

Déterminons d’abord la famille de toutes les intersections finies d’éléments de la famille cA: 

B — {X, {a,b,c}, {c,d}, {d,e}, {ec}, {dj, @} 
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10. 

11. 

12. 

13. 
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(Notons que X E 8, puisque par définition X est l'intersection de la sous-famille vide d’éléments de cA.) 

Prenant à présent les réunions d'éléments de 8 on obtient la famille 

T —  {X, {a,b,c}, {e,d}, {d,e}, {c}, {d}, @, {a,b,c,d}, {c,d,e}} 

qui est la topologie sur X engendrée par c/. 

Déterminer la topologie T sur la droite réelle R engendrée par la famille c4 des inter- 

valles fermés [a, a + 1] de longueur 1. 

Solution : 

Soit p un point quelconque dans R. Notons que les intervalles fermés [p — 1,plet [p;p + 1] 

appartiennent à c4 comme étant de longueur 1. Ainsi 

[p—1, pl] A fr, p+1] = )} 

appartient à la topplogie T, c’est-à-dire tous les singletons {p} sont ouverts pour T, donc T est la topo- 

logie discrète sur X. 

Soit c4 la famille des demi-plans ouverts H du plan R? de la forme 

H= {&x,y):x <a,oux >a,ouy <a,ouy > a} 

(voir la figure ci-dessous.) 

| 

| | 
| 

2 eo 
1 
| 

LOUE x > € y <a 

Trouver quelle est la topologie sur R? engendrée par cA. 

Solution : 

Remarquons que tout rectangle ouvert B — {{x, y) :a x <b, c < y <d}est égal à l'intersection 

des quatre demi-plans 

H, = {&,y:a<x} H3 = {(&,y) : c < y} 

H2 {(æ&, y) : æ < b} Hi =, V} ui 0} 

Puisque chaque H €cA est ouvert pour U et puisque la famille de tous les rectangles ouverts B est une 

base pour la topologie usuelle U sur R? la famille c4 est une sous-base pour YU. C’est-à-dire que 4 

engendre la topologie usuelle du plan Fe 

Considérons la topologie discrete 2 sur X = {a, b, c, d, e}. Trouver une sous-base ef de 

D ne contenant aucun singleton. . 

Solution : 

Rappelons que toute famille 3 de parties de X est une base de la topologie discrète de Asur ZX ssi elle 

contient tous les singletons de X. Ainsi cl'est une sous-base de D ssi les intersections finies d'éléments 

te {a}, {b}, {c}, {d}et {e}. Ainsi ©f = {{a,b}, {b,c}, {c, d}, {d,e}, {e,a}} est une sous-base 
de ?. 

Soit </ une sous-base d’une topologie T sur X et soit À un sous-ensemble de X. Montrer 
nee famille , = {ANS:SE cf} est une sous-base de la topologie induite T, 
sur À. 

Solution : 

Soit Æ un ouvert de À pour la topologie T,. Alors H =A MN G ou G est un ouvert pour T de X. 

Par hypothèse, --f est une sous-base de T; ainsi 



14. 

15. 

16. 

17. 
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GEANNUE (SES, D sex NE) où s,. € 

D'où 
H = AnG An [Ui (Si, Ne.n Sin)] 

= U[dnS)n:-.-n(ANSu)] 

Ainsi H est réunion d’intersections finies d’éléments de <fA et donc &f, est une sous-base de T,,. 

Montrer que tous les intervalles (a, 1] et [0, b), où 0 < a, b<1,constituent une sous- 
base pour la topologie induite sur l’intervalle 7 = [0, 1] par la topologie usuelle. 

Solution : 

On rappelle que les intervalles infinis ouverts (a, +) et (— , b) constituent une sous-base pour la 

topologie usuelle de la droite réelle R. Les intersections de ces intervalles infinis ouverts avec Z = [0,1] 
sont les ensembles ®, 1, (a, 1] et [0, b) lesqueis, d’après le problème précédent, constituent une 

sous-base de 7 = [0, 1]. Or on peut exclure l’ensemble vide Q et l’espace tout entier I de toute sous- 

base ; ainsi les intervalles (a, 1] et [0, b) constituent une sous-base de J. 

Montrer que si est une sous-base pour les topologies T et T* sur X, alors T = T*. 

Solution : 

Supposons que G € T. Puisque cf est une sous-base pour T, G = LU, (Si, ÉRRSES CA 5; ) où S;, E ef. 
L 

Orcf est également une sous-base de T*et donc cf € T*; ainsi chaque 5 E T*, Puisque T* est 

une topologie, Si, AS A S;,. = T* est donc GE T*. Ainsi T C T*. De même T* CT, et donc 
TRS L 

Démontrer le théorème 6.2 : Toute famillec4 de parties d’un ensemble non vide X est 
une sous-base pour une topologie unique sur X. C’est-à-dire que les intersections finies 
d'éléments de c4 constituent une base pour une topologie T sur X. 

Solution : 

Nous allons montrer que la famille B des intersections finies d’éléments de 4 vérifie les deux 

conditions du théorème 6.1 nécessaires pour qu’il s’agisse d’une base d’une topologie sur X : 

GHXU= UIB: PE. 

(ü) Pour G, HE g,GNH est réunion d'éléments de B. 

Notons que X € 8, puisque, par définition, X est l'intersection de la sous-famille vide d’éléments 

de cA,; ainsi 
Ni — CI PE PE) 

De plus, si G, HE B, alors G et H sont des intersections finies d'éléments de c4. Ainsi G NH est 

également une intersection finies d'éléments de c4 et appartient donc à 8. Par conséquent 8 est une 

base d’une topologie T sur X pour laquellee4 est une sous-base. Le problème précédent montre que 

T est unique. 

Démontrer la proposition 6.3 : Soit 4 une famille de parties d’un ensemble non vide 

X. Alors la topologie T sur X engendrée pare4 est égale à l'intersection de toutes les 

topologies sur À qui contiennent 04, 

Solution : 

Soit US l’ensemble des topologies sur À qui contiennent e4, et soit T* — N;T;.Notons que 

A C T*. Nous voulons montrer que T = T*. Puisque T est une topologie contenant -4,et que T* est 

égale à l’intersection de toutes les topologies jouissant de cette propriété, nous avons T* CT. 

D'autre part, supposons que G € T. Alors d’après la définition de T, 

G = U; (Si N Sin vas N Sin) où Si, € À 
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BASE 

18. 

19. 

20. 

21. 

Or c<4 © T*,ainsi chaque Si, € gx, Par conséquent Si, Pa Si, € T* et donc 

Ci 00, A) CARE 

Nous avons montré que GE T implique GE T*;ainsi T C T*.Par conséquent T — Te 

LOCALE 

Démontrer la proposition 6.5 : Un point p d’un espace topologique (X, T) est un point 

d’accumulation de À C X ssi chaque élément d’une base locale , en p contient un 

point de À différent de p. 

Solution : 

Rappelons que p € X est un point d’accumulation de À ssi (G\ {p) NA # @® pour tout GET 

tel que p € G. Or 8, c T, donc, en particulier, (B\ {ph NA # @ pour tout BE. 

Réciproquement, supposons que (B\ {p} MN A Æ @ pour tout B € B,, et soit G un ouvert quel- 

conque de X contenant p. Alors 4 B,€ 8, telquep € B, € G. Mais alors 

(GX {p}) N A 2 (BBXphN À < Q 

Ainsi (G\ {ph NA Æ Q, c’est-à-dire que p est un point d’accumulation de À. 

Démontrer la proposition 6.6 : Une suite (a,, a, ,...) de points d’un espace topologique 
(X,T) converge vers pE X ssi chaque élément d’une base locale 3, en p contient 

presque tous les termes de la suite. 

Solution : 

_ On rappelle que a, > p ssi tout ouvert G € T contenant p contient presque tous les termes de la 

suite. Or B,C T,donc en particulier chaque BE 8, contient presque tous les termes de la suite. 

Réciproquement supposons que tout BE 8, contienne presque tous les termes de la suite, et soit 

G un ouvert quelconque contenant p. Alors 4 B, € 8, pour lequel pEB, C G. Ainsi G contient 

également presque tous les termes de la suite, et donc (a,,) converge vers p. 

Montrer que tout point p d’un espace discret X admet une base locale finie. 

Solution : 

Notons que le singleton {p} est un ouvert puisque toute partie d’un espace discret est un ouvert. 

Par conséquent la famille , = {{p}}, c’est-à-dire la famille constituée par le singleton {p} est une base 
locale en p puisque tout ouvert G contenant p doit contenir {p}. 

Considérons la topologie de la limite supérieure T sur la droite réelle R, qui admet pour 
base la famille des intervalles semi-ouverts (a, b]. Déterminer si chacune des suites 
suivantes converge ou non vers 0 : 

(i) (1, . 4 Go “} (ii) (AT, Ar à .. En) 

Solution : 

1 

(i) Non. Car l’ouvert pour T (— 2, 0] contenant 0 ne contient aucun des termes de la suite. 

(ii) Oui. Car pour tout élément de la base (a, b] contenant O, c’est-à-dire pour lequel a < 0 < b, 

in, ENtelquea < — 1/n, < 0. Ainsin > n, implique — 1/n € (a, b]. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

BASE D’UNE TOPOLOGIE 

22; Démontrer que la famille des intervalles fermés [a, b] où a et b sont rationnels et a < b n’est pas une 

base d’une topologie sur la droite réelle R, 



23: Montrer que la famille des intervalles fermés [a, b] ou a est rationnel et b irrationnel et a < b, est une 

base d’une topologie sur la droite réelle R, 

24. Soit 8 une base d’une topologie T sur X et soit A € X. Montrer que la famille B4a = {ANG:GESB} 
est une base de la topologie induite T, sur À. 

25. Soit 8 la famille des rectangles semi-ouverts du plan R? repré- 

sentés sur le schéma ci-contre, c’est-à-dire de la forme 

{(æ,y) : a = x <b, c < y < d} 

(i) Montre que 8 est une base d’une topologie T sur R?. 

(ä) Montre que la topologie induite T4 sur la droite 

A — {(x,y) : x +y = 0} 

est la topologie discrète sur À. A B 

(iü) Montrer que la topologie induite T}; sur la droite 

B — {(x,y) : x = y} 

n’est pas la topologie discrète sur B. 

26. Soit 3 une famille de parties d’un ensemble non vide X totalement ordonnée par inclusion. Montrer 

que 8 est une base d’une topologie sur X si X = U{B:BESB}. 

De Montrer qu’une topologie T sur X est finie si et seulement si T admet une base finie. 

SOUS-BASE 

28. Soit X = {a, b, c, d, e}. Trouver quelle est la topologie T de X engendrée par 4 = {{a}, {a, b, c}, {c, d}}. 

292 Déterminer quelle est la plus petite sous-base Cf de la topologie discrète T sur un ensemble non vide 

quelconque X. 

30. Soit ©J la famille des intervalles fermés [a, b] où a et b sont rationnels, c’est-à-dire a, bEQ et a < b. 

Montrer que f U {{p} : pEQ} est une base de la topologie T de la droite réelle R engendrée par OË 

31. Montrer que si cf est une sous-base d’une topologie T sur X, alors cf \ {X, Q} est également une sous- 

base de 7. 

32. Soient T et T* les topologies de X engendrées respectivement par e4et cA*, Montrer que : (i) e4 C cA4* 

implique T € T*; et (ii) 4 C e4* C T implique T = T*. 

33. Soit -f une sous-base d’un espace topologique X et soit G C X un ouvert contenant un point p € X. 
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Montrer qu’il existe un nombre fini d’éléments de <f, par exemple S,, S,,...,8,, ayant la propriété 

que DES, MS Ou ONS,, CG 

BASE LOCALE 

34. 

39: 

36. 

Soit (X,T) un espace topologique et soit e{ une base locale pour T en p € X, Considérons une partie 

quelconque À de X telle que p€E A C X,et considérons la topologie induite T1 sur À. Montrer que la 

famille suivante de parties de À forme une base locale pour T, en pE À :c4x = {ANG :GEcA}. 

Soit en X un espace topologique, p € X, Ne le système de voisinages en p et soit 8, une base locale 

en p. Montrer que tout voisinage de p contient un élément de la base locale en p ; c’est-à-dire pour 

toutNEN,, 1GE 8, tel que GCN. 

Montrer que si un point p admet une base locale finie , alors il admet également une base locale 

formée d’une seule partie. 
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SÉ 

38. 

39. 

28. 

37. 

38. 

39: 

Chapitre 6/Bases et sous-bases , a 

Considérons la topologie de la limite supérieure T sur la doite réelle R.qui admet pour base la famille 

des intervalles semi-ouverts (a, b]. Déterminer si chacune des suites suivantes converge ou non 

() , 4 4, -.) (ii) Ed —#, —+%, Ds (iii) (1, 4 —+, à, See) 

Soit T la topologie sur la droite réelle R engendrée par la famille cf des intervalles fermés [a, b] où a 

et b sont rationnels (voir le problème 30). 

(i) Déterminer si chacune des suites suivante converge ou on 

(a) 2+4,2+4,2+4, ...), (6) (V2+4, V2+4, V2+4, ...). 

(äi) Déterminer l’adhérence de chacune des parties suivantes de R : 

(a) (2,4), () (V2,5], (ce) (-3,7), (à) À = {1,4,4,...}. 

(iäü) Montrer que tout sous-ensemble fini de R est fermé pour T. 

Soit -f une sous-base d’un espace topologique Xetsoitp EX. 

(i) Montrer sur un contre exemple que la famille , = {SE <f : p € S} n’est pas nécessairement une 

base locale en p. 

(ü) Montrer que les intersections finies d'éléments de «f, constituent une base locale en p. 

(ii) Montrer qu’une suite (a,) de X converge vers p si et seulement si chaque S € &f, contient tous 

les termes de la suite sauf un nombre fini. 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

= {X, @, {a}, {c}, {a,c}, {e, d}, {a,b,c}, {a,c, d}, {a,b,c, d}} 

(Gi) Non (ii) Oui (üi) Non. 

() : (a) Non (b) Oui. Gi: (a) (2,4), (6) [V2,5], (c) (—-3,7], (d) A. 

(ii) Zndication : Utiliser le problème 33. 



CHAPITRE 7 

Continuité et homéomorphie 

APPLICATIONS CONTINUES 

Soient (X,T) et ?, T*) deux espaces topologiques. Une application f de X dans Ÿ est 
continue relativement à T et T*, ou simplement continue ssi l’image réciproque f =! [H] de 
tout ouvert pour T* de Ÿ est un ouvert pour T de X, c’est-à-dire, ssi 

HET %imphque FATIET 

On écrira f:(X,T)—>(X, T*) pour désigner une application de X dans Ÿ quand il y a 
lieu d’indiquer les topologies mises en jeu. 

Exemple 1.1: Considérons les topologies suivantes de X = {a, b, c, d,}et de Y = {x, y,z,w}: 

Si = {X, Q, {a}, {a, b}, {a, b, ch, Fi = {Y; Q, We {y}, {æ, y}, {Y,2, w}} 

Considérons également les applications f : X > Y et g : X > Y définies par les schémas 

ci-dessous : 

a % 

b A | y 

C z 

d w 

Î g 

L'application f est continue puisque l’image réciproque de chaque élément de la topo- 

logie T* sur Ÿ est un élément de la topologie T sur X. L'application g n’est pas continue 

puisque {y, z, w}E T*, c’est-à-dire est un ouvert de Y, alors que son image réciproque 

g 1 [{y, z, w}]= {c, d} n’est pas un ouvert de X, c’est-à-dire n’appartient pas à T. 

Exemple 1.2: Considérons un espace discret quelconque (X,2) et un espace topologique (Y, T) 

quelconque. Alors toute application f : X > YŸ est continue relativement à D et T.Car 

si H est un ouvert quelconque de Ÿ son image réciproque f CT ] est un ouvert de Y 

puisque toute partie d’un espace discret est un ouvert. 

Exemple 1.3: Soit f : X > Y où X et Ÿ sont des espaces topologiques et soit 8 une base de la topologie 

de Y. Supposons que pour tout élément BE 8, 12 [B] soit un ouvert de X ; alors f est 

une application continue. En effet soit H un ouvert de Y ; alors H — U;B;, une réunion 

d'éléments de 8. Or 

fi) = fi[0B]-= 0/1 [BJ 

et chaque ft iBe] est ouvert par hypothèse ; ainsi et [H] est réunion d’ouverts et donc 

un ouvert. Par conséquent f est continue. 

Nous allons énoncer de façon plus formelle le résultat de l’exemple précédent. 

Proposition 7.1 : Une application f: X > Y est continue ssi l’image réciproque de tout élément 
d’une base de YŸ est un ouvert de X. 

Cette proposition peut en fait être renforcée comme suit : 



110 Chapitre 7/Continuité et homéomorphie 

Théorème 7.2: Soit une sous-base d’un espace topologique, Y. Alors une application 

f : X = Y est continue ssi l’image réciproque de tout élément de < est un 

ouvert de X. 

Exemple 1.4: Les projections du plan R? sur la droite R sont toutes les deux continues relativement 

aux topologies usuelles. Considérons par exemple la projection T : R? — R définie par 

n(x, y)) = y. Alors l’image réciproque d’un intervalle ouvert quelconque (a, b) est une 

bande ouverte infinie telle que représentée ci-dessous : 

r—1{[(a, b)] est ombré 

Ainsi d’après la proposition 7.1 l’image réciproque de tout ouvert de R est un ouvert de 

R?, c’est-à-dire n est continue. 

Exemple 1.5: La fonction valeur absolue sur R, c’est-à-dire f(x) — Ix| pour x E R est continue. Car si 

A = (a, b) est un intervalle ouvert de R, alors 

Q si a<b<0 

FATANE (—b, b) si a<0<b 

(—b,—a) U (a,b) si £a < bd 

comme on l’a représenté ci-dessous. Dans chaque cas Fe LA] est ouvert ; ainsi f est 

continue. 

fi [A] = (—b, b) f'Et [A] = (tr —@) U (a, b) 

Les applications continues peuvent être caractérisées par leur comportement vis-à-vis des 
ensembles fermés, comme suit : 

Théorème 7.3 : Une application f : X — Y est continue si et seulement si les images réci- 
proques de tout ensemble fermé de Ÿ est un fermé de X. 

APPLICATIONS CONTINUES ET PROXIMITE ARBITRAIRE 

Soit À un espace topologique. Un point p € X est dit être arbitrairement proche d’un 
ensemble À C X si 

soit (i)p€AÀA soit (ii) p est un point d’accumulation de À 

On rappelle que 4 = A U A”, ainsi l’adhérence de À est constituée précisément par les points de 
X qui sont arbitrairement proches de À. On rappelle également que À = A° U b(A) ; ainsi p est 
arbitrairement proche de À si p est soit un point intérieur soit un point de la frontière de À. 

Les applications continues peuvent également être caractérisées comme étant les applica- 
tions qui conservent la proximité arbitraire, à savoir : 
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Théorème 7.4 : Une application f : X > Y est continue si et seulement si pour tout p € X et 

tout À C X, 

p arbitrairement proche de A = f(p) arbitrairement proche de f[A] 

ui pEeÀ > f(p)Ef[A] 

où f[4] € f[4] 

CONTINUITE EN UN POINT 

La continuité telle que nous l’avons définie est une propriété globale, c’est-à-dire qu’elle 

impose des conditions à la manière dont une application se comporte sur l’ensemble X tout 

entier. Il existe également une notion locale correspondante : celle de la continuité en un point. 

Une application f : X + Y est continue en p € ZX ssi l’image réciproque f_![H] de tout 

ouvert H € Y contenant f(p) contient un ouvert G C X contenant p ou, ce qui revient au 

même, ssi l’image réciproque de tout voisinage de f(p) est un voisinage de p, c’est-à-dire, 

NE > f'INEN, 
Remarquons que, pour la topologie usuelle sur la droite réelle R, cette définition coïncide 

avec la définition par e et 6 de la continuité en un point pour les applications FR EAR: 

D'ailleurs, la relation existant entre la continuité locale et globale pour les applicationsf: R—R 

demeure inchangée dans le cas général ; à savoir, 

Théorème 7.5 : Soient X et Y deux espaces topologiques. Alors une application FE EN 

est continue si et seulement si elle est continue en tout point de X. 

CONTINUITE SEQUENTIELLE EN UN POINT 

Une application f : X > Ÿ est séquentiellement continue en un point p € X ssi pour toute 

suite (a, ) de X convergeant vers p, la suite (f(a, }} converge vers f@), c’est-à-dire, 

a, > p implique f(a,) > f(p) 

La continuité séquentielle et la continuité en un point sont reliées de la façon suivante : 

Proposition 7.6 : Si une application f: X — Y est continue en p € X, alors elles est séquen- 

tiellement continue en p. 

Remarque : La réciproque de la proposition précédente n’est pas vraie. Considérons par 

exemple la topologie T de la droite réelle R formée de Q et des complémentaires 

des ensembles dénombrables. Rappelons (voir l'exemple 7.3 du chapitre 5) 

qu’une suite (a,) converge vers p si et seulement si elle est de la forme 

(ai, 2, ..., Uno P, D, D, .. ” 

Alors pour toute application f : (R, T) > (X,T*), 

(flan) = (a), fan), (D), F(D), FD), +) 

converge vers f(p). En d’autres termes, toute application définie sur (R, T) est 

séquentiellement continue. Réciproquement, la fonction f(R, T ) > (R, U ) défi- 

nie par f(x) = x, c’est-à-dire la fonction identique, n’est pas continue relative- 

ment à T et U puisque f_![(0, 1)] = (0, 1) n’est pas un ouvert pour T de R. 

APPLICATIONS OUVERTES ET FERMEES 

Une application continue a la propriété que l’image réciproque de tout ouvert est un ouvert 

et que l’image réciproque d’un fermé est un fermé. Il est alors naturel de se proposer d’étudier 

les applications suivantes : 
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(1) Une application f : X > Y est appelée une application ouverte si l’image de tout 

ouvert est un ouvert. : 

(2) Une application g : X > Ÿ est appelée une application fermée si l’image de tout 

fermé est un fermé. 

En général des applications qui sont ouvertes ne sont pas nécessairement fermées et vice 

versa. D’ailleurs l’application de notre premier exemple est ouverte et continue mais non fermée. 

Exemple 2.1: Considérons la projection 7 : R? > R du plan R? sur l’axe Ox, c’est-à-dire n({x, y)) = x. 

Remarquons que la projection n[D] de tout disque ouvert D C R? est un intervalle 

ouvert. Ainsi tout point m(p) de l’image 7[G] d’un ouvert G © R? appartient à un inter- 

valle ouvert contenu dans 7[G], c’est-à-dire que m[G] est ouvert. Par conséquent 7 est 

une application ouverte. Par ailleurs n n’est pas une application fermée, car l’ensemble 

A = {&x, y): xy > 1, x > 0} est fermé alors que sa projection n[A] = (0, *) n’est pas 

fermée. (Voir les schémas ci-dessous.) 

ns Gr 

ESPACES HOMEOMORPHES 

Un espace topologique (X, T ) est, comme on l’a vu, la donnée d’un ensemble X et d’une 

famille distinguée T de parties de X vérifiant certains axiomes. Pour deux espaces tels que 

(X, T)et (Y, T*) il existe plusieurs applications f : X > Y. Nous avons préféré décider d’étu- 

dier les fonctions continues ou ouvertes ou fermées plutôt que des applications arbitraires 

puisque ce sont ces fonctions qui conservent certains aspects de la structure des espaces (X,T ) 
et: T*): 

A présent, supposons qu’il existe une application bijective f : X — Y. Alors, à f est associée 
une application bijective f : P(X) > P(Y) de l’ensemble des parties de X dans l’ensemble des 
parties de Y. Si cette application associée fait passer de T à T*, c’est-à-dire définit une corres- 
pondance biunivoque entre les ouverts de X et ceux de YŸ, alors les espaces (X,T) et (Y,T*) 
sont identiques du point de vue topologique. Plus précisément : 

DEFINITION : Deux espaces topologiques X et Y sont dits homéomorphes ou topologiquement 

équivalents s’il existe une application bijective f : X — Y telle que fet f —1 soient 
continues. La fonction f est appelée un homéomorphisme. 

Une application f est dite bicontinue si f est ouverte et continue. Alors f : X > Y est un 
homéomorphisme ssi f est bicontinue et bijective. 

Exemple 3.1: Soit X = (— 1, 1). L'application f : X > R définie par f(x) = tg 1/2 nx est injective, 

surjective et continue. De plus son application réciproque f—1 est également continue. 

Ainsi la droite réelle R et l'intervalle ouvert (— 1, 1) sont homéomorphes. 

Exemple 3.2: Soient X et Ÿ deux espaces discrets. Alors, comme on l’a vu dans l’exemple 1.2, toutes 

les applications de l’un dans l’autre sont continues. Ainsi X et Ÿ sont homéomorphes ssi 

il existe une application bijective de l’un dans l’autre, c’est-à-dire ssi leur cardinal est le 
même. 

Proposition 7.7 : La relation définie sur toute famille d’espaces topologiques par ‘“‘X est 
homéomorphe à Y”’ est une relation d'équivalence. 



Chapitre 7/Continuité et homéomorphie 113 

Ainsi, d’après le théorème fondamental sur les relations d’équivalence, sur toute famille 
d’espaces topologiques, il existe une partition en classes d’espaces topologiquement équivalents. 

PROPRIETES TOPOLOGIQUES 5 

Une propriété P est dite topologique ou être un invariant topologique si toutes les fois 
qu’un espace topologique (X,T) a la propriété P alors tout espace homéomorphe à (X, Ta 

également la propriété P. 

Exemple 4.1: Comme on l’a vu dans l'exemple 3.1, la droite réelle R est homéomorphe à l’intervalle 

ouvert X = (— 1, 1). Ainsi la longueur n’est pas une propriété topologique puisque X 

et R ont des longueurs différentes, de même la propriété d'être borné n’est pas une pro- 

priété topologique puisque X est borné mais que R ne l’est pas. 

Exemple 4.2: Soit X l’ensemble des réels positifs, c’est-à-dire X — (0, ce). La fonction f : X > X définie 

par f(x) = 1/x est un homéomorphisme de X dans X. Remarquons que la suite 

(an) = (1,4, £4,...) 

correspond par l’homéomorphisme à la suite 

(f(an)) — (1, 2,8, ...) 

La suite (a,) est une suite de Cauchy ; la suite (f(a,)) ne l’est pas. Ainsi la propriété 

pour une suite d’être de Cauchy n’est pas une propriété topologique. 

La plus grande partie de la topologie est consacrée à l’étude de conséquences de certaines 

propriétés topologiques, comme la compacité et la connexité. En fait, de façon tout à fait 

formelle, la topologie est l’étude des invariants topologiques. Dans l’exemple suivant, on définit 

la connexité et on montre que c’est une propriété topologique. 

Exemple 4.3 : Un espace topologique (X, T ) est non connexe ssi X peut s’écrire comme la réunion de 

deux ouverts disjoints non vides, c’est-à-dire 

X =GUH où GHET, GOhH = Omais GH-Q 

Si f : X > Ÿ est un homéomorphisme, alors X = G U H si et seulement si Y=f[G]Ù f[4] 

et donc Ÿ est non connexe si et seulement si il en est de même pour X. 

L'espace (X,T) est connexe ssi il n’est pas non connexe. 

TOPOLOGIE INDUITE PAR DES APPLICATIONS 

Soit {(Y;, T;)} une famille quelconque d’espace topologiques et pour chaque Ÿ; supposons 

que soit donnée une application f; : X Y; définie sur un certain ensemble non vide X. Nous 

allons étudier les topologies de X vis-à-vis desquelles toutes les fonctions f; sont continues. 

Rappelons que jf; est continue pour une certaine topologie sur X si l’image réciproque de tout 

ouvert de Ÿ; est un ouvert de X. Ainsi nous sommes amenés à considérer la famille suivante de 

parties de X : 
2 CL) 7 IH HET) 

C’est-à-dire que -j est constituée par les images réciproques de chaque ouvert de chaque espace 

Y,. La topologie T sur X engendrée par <J est appelée la topologie induite (ou engendrée) par les 

applications f;. Les principales propriétés de T sont énumérées dans le théorème suivant : 

Théorème 7.8 : (i) Toutes les applications f; sont continues pour T. 

(ii) T est l'intersection de toutes les topologies sur X pour lesquelles les 

applications f; sont continues. 

(ii) T est la plus petite, c’est-à-dire la moins fine, des topologies sur X pour 

lesquelles les applications f; sont continues. 

(iv) J est une sous-base pour la topologie T. 
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Nous appellerons -J la sous-base de définition de la topologie engendrée par les applications 

f;, c’est-à-dire la topologie la moins fine sur X pour laquelle les fonctions f; soient continues. 

Exemple 5.1: Soient m, et 7, les projections du plan R? sur R, c’est-à-dire 

71((&, Y)) = % et TX, Y)) = Y 

Remarquons que, comme on l’a représenté ci-dessous, l’image réciproque d’un intervalle 
Se 2 

ouvert (a, b) de R est une bande ouverte infinie de R°. 

#51 [(a, b)] 

Rappelons que ces bandes ouvertes infinies constituent une sous-base pour la topologie 

usuelle de R?. Par conséquent la topologie usuelle de R? est la plus petite topologie de 

R? pour laquelle les projections 7, et 7 soient continues. 

PROBLEMES RESOLUS 

APPLICATIONS CONTINUES 

d Soit f : X > Y une application constante, admettons que f(x) = p € Y pour tout x € X. 

Démontrer que f est continue pour toute topologie T sur X et pour toute topologie T* 
sur Ÿ. 

Solution : 

Nous devons montrer que l’image réciproque de tout ouvert pour T* de Ÿ est un ouvert pour 

T de X. Soit HE T*.A présent f(x) = p pour tout x € X, donc 

X sip€H 
[A] = de DO SpeH 

Dans l’un ou l’autre cas f F. [A] est un ouvert de X puisque X et ® appartiennent à toutes les topologies 

JsSur A 

Soit f : X > Y une application quelconque. Démontrer que si (Y, 4) est un espace topo- 
logique muni de la topologie grossière f : (X, T) > (ŸY, 4) est continue pour toute T. 

Solution : 

Nous voulons montrer que l’image réciproque de tout ouvert de Y est un ouvert de X. Puisque 

(Y, 4) est un espace topologique muni de la topologie grossière, Y et @ sont les seuls ouverts de Y. 

Or 
fr1[Y] = f=1 [Q] 10 

et X et ® appartiennent à toutes les topologies T sur X. Donc f est continue pour toute T. 
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Soit U la topologie usuelle de la droite réelle R 
et soit T la topologie de la limite supérieure sur 
R, laquelle est engendrée par les intervalles semi- 
ouverts (a, b]. De plus soit f : R > R définie par 

f £ x sure 

LS x+2 six>l 

(Voir le schéma ci-contre) 

(i) Montrer que f n’est pas continue relativement 
auetau. 

(ii) Montrer que f est continue relativement à T 
etàa T 

Solution : 

(i) Soit A =(-3, 2). Alors f ! [A] = (-3, 1]. A présent À EU tandis que f: “AIE VU done f 

n’est pas continue relativement à U et à U. 

(ä) Soit À = (a, b]. Alors 

(a, b] SC 0 

(a,1] si a<1<b<3 
a, b—2 GG MER EN) 

TEA = , | 1 = = Q Si 1<a<b<3 

(1, b — 2] si a 3 <tb 

(a—2,b—2] Si 3<a<b 

Dans chaque cas, f_! [A] est un ouvert pour T. Ainsi f est continue relativement à T et à T. 

Supposons qu’une application f: (X, T,) > (Y T,)ne soit pas continue relativement à 

T; et T,. Montrer que si T ; est une topologie sur À moins fine que T; et que si T; est 

une topologie de Y plus fine que T»,, c’est-à-dire Ti € T1 et Tr C TS, alors f n’est 

pas non plus continue relativement à Ti et T>. 

Solution : 

Puisque f : (X, T;) > (Ÿ, T2) n’est pas continue, 

1GET, pour lequel f '[GlÆT: 

A présent Ti c Tiet T,CTS. Ainsi G € T; implique G € Téetf ![G]E de implique f![G]Æ Ti. 

Ainsi f n’est pas continue relativement à Ti et T :. 

Montrer que l’application identique i : (X, T) > (X, T*) est continue si et seulement si 

T est plus fine que T*,c’est-à-dire T* CT. 

Solution : 

Par définition, i est continue relativement à Tet T * si et seulement si 

GET SOULIGNET 

Ori ![G]= G, donci est continue relativement àT et T* siet seulement si 

GET* 3 GET 

c’est-à-dire si T* C T. 

Démontrer le théorème 7.2 : Soit f:(X,T)>(Y,T *) et soit ce) une sous-base de la 

topologie T* de Ÿ. Alors f est continue si et seulement si l’image réciproque de tous les 

éléments de la sous-base -f sont des ouverts de X, c’est-à-dire f-! [S]ET pour tout 

Sec: 
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10. 

11. 
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Solution : 

Supposons que f_! [S]E T pour tout SE <f. Nous voulons montrer que f est continue, c’est-à-dire 

G € T* implique f ![G]E T. Soit G € T*. Par définition d’une sous-base 

G = Ui (Si, GRR Sin,) où Si, € d 

Ainsi f-1[G] FU: (Sn ASE UPS NS] 

UGS n + nf-1[Si)) 

Or S,, € cf implique f7? [Si,] € T. Ainsi re [G]ET puisqu'il est réunion d'’intersections finies 

d’ouverts. Par conséquent f est continue. 

Réciproquement, si f est continue alors l’image réciproque de tout ouvert y compris ceux de ef 

sont des ouverts. 

Soit f une application d’un espace topologique X dans l'intervalle unité [0, 1]. Montrer 

que si f-![(a,1]]et f-! [[0, b)] sont des ouverts de X pour tout 0 < a, b <1,alorsf 
est continue. 

Solution : 

Rappelons que les intervalles (a, 1] et [0, b) constituent une sous-base pour l'intervalle Z = [0, 1]. 

Ainsi f est continue d’après le problème précédent, c’est-à-dire d’après le théorème 7.2. 

Soient les applications continues f : X > Y et g : Ÿ > Z. Démontrer que l’application 

composée g o f : X > Z est également continue. 

Solution : 

Soit G un ouvert de Z. Alorsg ! [G]est un ouvert de Ÿ puisque g est continue. Or f est également 

continue, alors f _! [g! [G]] est un ouvert de X. A présent 

(ge PIC EST TC BEEN 

Ainsi (go à En [G] est un ouvert de X pour tout ouvert G de Z, c’est-à-dire que go f est continue. 

Soient {T:} une famille de topologies définies sur un ensemble X. Si une application 
f:X — Y est continue pour chaque T;, démontrer que f est continue pour la topologie 
intersection des T,: T = MNiTi. 

Solution : 

Soit G un ouvert de Ÿ. Alors, par hypothèse, PR [G] appartient à chaque T;. Ainsi a [G] 

appartient à l'intersection, c’est-à-dire Fes [GIEN,T; = T,et donc f est continue pour T. 

Démontrer le théorème 7.3 : Une application f : X > Y est continue si et seulement si 
l’image réciproque de tout fermé de Ÿ est un fermé de X. ; 

Solution : 

Supposons que f : Z > Ÿ soit continue, et soit F un fermé de Y. Alors F° est ouvert, et donc 

f 7! [F] est un ouvert de X. Or f ! [F°] = (ff! [F]) doncf ! [F] est fermé. 

Réciproquement, supposons que le fait que F soit un fermé de Y implique que f [F1] soit fermé 

dans X. Soit G un ouvert de YŸ. Alors G° est fermé dans Ÿ et donc f ![G°]= (f ! [GD° est un 
fermé de X. Par conséquent f a. [G]est un ouvert et donc f est continue. 

Démontrer le théorème 7.4 : Une application f : X — Y est continue si et seulement 
si pour toute partie À € X, f[A] C f[A]. 

Solution : 

Supposons que f : X > YŸ soit continue. A présent f [A] C f[A]donc 
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Apt AïREC Jet ff[A]] 

Or f [A ]est fermé et donc f —! [f[A]] est également fermé ; d’où 

1 A c À c f-1{f[(4]] 

et donc 
fl4] € A] = fit (flA]] 

Réciproquement, supposons que f[A] C f[A] pour tout 4 © X et soit F un fermé de Y. Posons 

ASF [F1] ; nous désirons montrer que À est également fermé ou, ce qui est équivalent, que À = À. 

À présent 

re HA = UE CON = PF ="r 
D'où 

AMC TANT CAF] = "4 

Or À C À, donc À = À et f est continue. 

Soit f continue f:(X, T)>(Y, T*). Démontrer que f, : (A, T,) > (Y, T*) est 

continue, où À C X et f, est la restriction de f à À. 

Solution : 

Observons que f; ‘ [G] = À CEE [G] pour tout G C Y. 

Soit GE T*. Alors f ![G]JET,et donc A N f![G]ETA d’après la définition de la topologie 

induite. Ainsi A Nf -1[G] =, ![G]E Ta, doncf, est continue. 

CONTINUITE EN UN POINT 

13. 

14. 

15. 

A quelle condition une application f : X > YŸ n’est-lle pas continue en un point p € X ? 

\ 

Solution : 

Une application f : X > Ÿ est continue en p€ X ssi, pour tout ouvert H€C Y contenant f (p), 

FT [A] contient un ouvert contenant p. Ainsi f n’est pas continue en p € À s’il existe au moins un 

ouvert 4 C Y contenant f (p) tel que f . [H] ne contienne pas d’ouvert contenant p. 

De manière équivalente, f : X > Y n’est pas continue en pE À ssi 3 un voisinage N de f(p) tel 

que 1 [N] ne soit pas un voisinage de p. 

Considérons la topologie suivante définie sur X — 

{a, b, c, d,}: 

He {X, ®, {a}, {b}, {a, b}, {b, c,d}} 
a a 

Soit l'application f : X — X définie par le schéma ci- b b 

contre. 
>. : 

(i) Montrer que f n’est pas continue en c. : ne : 

(ii) Montrer que f est continue en d. 

Solution : 

(i) Remarquons que {a, b} est un ouvert contenant f(c) = b et que f_![{a, b}] = {, c}. Ainsif 

n’est pas continue en c puisqu’il n'existe aucun ouvert contenant c contenu dans {a, c}. 

(äi) Les seuls ouverts contenant f (d) — c sont {b, c, d} et X. Notons que f_![{, c, d}] = X et que 

fi [X] = X. Ainsi f est continue en d puisque l’image réciproque de chaque ouvert contenant 

f (d) est un ouvert contenant d. 

Supposons qu’un singleton {p} soit un ouvert d’un espace topologique X. Montrer que 

_ pour tout espace topologique Y et pour toute application f : X > YŸ, f est continue 

enp€E À. 
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Solution : 

Soit H € YŸ un ouvert contenant f (p). Or 

fn) EHESS LPC MAT Sp Ce) 

Ainsi f est continue en p. 

Démontrer que si f : X > Y est continue en p € X, la restriction de f à un sous-ensemble 
contenant p est également continue en p. Plus précisément, soit À un sous-ensemble 
d’un espace topologique (X,T) tel que pE À C X et soit f, : À > YŸ la restriction de 
f:X — Y à À. Alors si f est continue pour T en p, f, est continue pour T, enp,ouù 
T, est la topologie induite par T sur A. 

Solution : 

Soit À € Y un ouvert contenant f (p). Puisque f est continue en p, 

AGET. telque - DEeGCIeiTA] 

et donc pEeAnGcAnf1{H] = f,'{4] 

Or, par définition de la topologie induite, AMNGE T, ;ainsi fA est contiue en p pour T\. 

Démontrer le théorème 7.5 : Soient X et Ÿ deux espaces topologiques. Alors une appli- 
cation f : À > Ÿ est continue si et seulement si elle est continue en tout point p € X. 

Solution : 
| 

Supposons que f soit continue et soit À € Ÿ un ouvert contenant f (p). Mais alors pE f - [H]et 

pr [A] est un ouvert. Ainsi f est continue en p. 

À présent, supposons que f soit continue en tout point p € X, et soit H € Y un ouvert. Pour tout 

pEf * [H], il existe un ouvert G, C Xtel quep€ G, Cf [A] Ainsi  [#I= U{G, 2e f SAP 
réunion d’ouverts. Par conséquent, f c: [A] est un ouvert et donc f est continue. 

Démontrer la proposition 7.6, : Si une application f : X > Y est continue en p € X, alors 
elle est séquentiellement continue en p, c’est-à-dire a, > p= f (a,) > f (p). 

Solution : 

Nous devons montrer que tout voisinage NV de f (p) contient presque tous les termes de la suite 

RAGE 
Soit N un voisinage de f (p). Par hypothèse, f est continue en p ; ainsi M = f ai [N] est un voisi- 

nage de p. Si la suite (4e) converge vers p, alors M contient presque tous les termes de la suite 

(a, d,...), c’est-à-dire a, € M pour presque tout n EN. Or 

an EM >  f(a) € FIM] = ff IN] = N 

Ainsi f (a,) € N pour presque tout n € N, et donc la suite (f (a, )) converge vers f (p). Par conséquent 
f est séquentiellement continue en p. 

APPLICATIONS OUVERTES ET FERMEES, HOMEOMORPHISMES 

19. 

20. 

Donner un exemple d’une application réelle f : R — R telle que f soit continue et fermée 
mais non ouverte. 

Solution : 

Soit f une application constante, admettons que f (x) = 1 pour tout x ER. Alors f [A] = {1} pour 
tout À C R. Ainsi f est une application fermée et n’est pas une application ouverte. De plus f est 
continue. j 

Soit l’application réelle f : R — R définie par f(x) = x?. Montrer que f n’est pas ouverte. 
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24. 
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Solution : 

Soit A = (— 1,1) un ensemble ouvert. Notons que f(4) = [0,1), qui n’est pas un ouvert ; ainsi 

f n’est pas une application ouverte. 

Soit B une base d’un espace topologique X. Montrer que si f : X > Y a la propriété 
que f [B] est un ouvert pour tout B € 3, alors f est une application ouverte. 

Solution : 

Nous voulons montrer que l’image de tout ouvert de X est un ouvert de Y. Soit G C X un ouvert. 

D’après la définition d’une base, G = U,B, où B,€ 8. A présent f[G] = f[U;B;] = U; f[B;]. Par hy- 

pothèse, chaque f[B;] est un ouvert de Y et donc f[G], qui est réunion d’ouverts, est également un 

ouvert de Ÿ ; ainsi f est une application ouverte. 

Montrer que l'intervalle fermé À = [a, b] est homémorphe à l’intervalle unité 7 = [0,1]. 

Solution : 

L'application linéaire affine f : 1 + A définie par f(x) = (b — a) x + a est bijective et bicontinue. 

Ainsi f est un homéomorphisme. 

Montrer que l’aire n’est pas une propriété topologique. 

Solution : 

Le disque ouvert D = {(r,0):r<1} de rayon 1 est homéomorphe au disque ouvert 

D* = {(r,0) : r < 2} de rayon 2. D'ailleurs, l’application f : D — D* définie par f(Kr,8») =(2r,0) 

est un homéomorphisme. Ici ( r, 0 } désignent les coordonnées polaires d’un point du plan Re 

Soit f : (X,T) > (Y,T*) une application injective et ouverte, soit À © X et supposons 

que f[A] = B. Montrer que l’application f, : (A, T, ) > (B, TX) est également injec- 

tive et ouverte. Ici f, désigne la restriction de f à A, et T, et T: désignent les to- 

pologies induites. 

Solution : 

Si f est injective, alors toute restriction de f est également in) ective, ainsi nous n’avons plus qu’à 

montrer que f A est ouverte. 

Soit H C A un ouvert pour T,;. Alors par définition de la topologie induite, H = À N G avec 

GET. Puisque fest injective, f[A N G] = f[A] N fIG]et donc 

falA] = f{H) = f(ANG] = flA]n flG) = BnfIG] 
Puisque f est ouverte et que GET, f[G]E T*. Ainsi B PRFiGhE T} et donc PACE AU à 5) 

est ouverte. 

Soit f : (X,T) > (Y, T*) un homéomorphisme et soit (A, T,) un sous-espace quel- 

conque de (X, T). Montrer que f, : (A,T, ) > (B, T;) est également un homéomor- 

phisme où f, est la restriction de f à A,f|A] = B,et ge est la topologie induite sur B. 

Solution : 

Puisque f est bijective, f, : À > B, où B = f[A], est également bijective. Ainsi nous avons seule- 

ment à montrer que f, est bicontinue, i.e. ouverte et continue. D’après le problème précédent, f, 

est ouverte. De plus, la restriction de toute application continue est également continue ; ainsi 

fa : (A, T4) > (B,Tg) est un homéomorphisme. 

Démontrer que tout intervalle À = (a, b) est connexe comme sous espace de la droite 

réelle R. (Voir à l'exemple 4.8 la définition de la connexité.) 

Solution : 

Supposons que À soit non connexe. Alors 3 deux ouverts G, H CR tels que ANGetANH 

soient disjoints non vides et vérifient (4 N G) U (4 N H) = À. Définissons l’application f : À > R par 

1 si xEANG 

fr) 0 ss +EANnH 
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Alors f est continue, car l’image réciproque de tout ouvert est soit À NG, ANA, O soit À et donc 

est un ouvert. Mais A2 le théorème de la valeur intermédiaire s applique, donc 3x, E À tel que 

f&o) = 1/2. Mais ceci est impossible, donc À est connexe. 

Montrer que les sous-ensembles suivants du plan R? ne sont pas homéomorphes, les to- 

pologies étant les topologies induites par la topologie usuelle : 

X = {x: d(x,po) = 1soit d(x,p:) =1; Po = (0,1), 1 = (0,1)} 

Y = {x: d(x,p)=1, p ={0,5)} 

Solution : 

Supposons qu’il existe un homéomorphisme f : X > Ÿ et soit q = f(0), X* = X\ {0}, et 

Y* = Y\{q}. Alors f : X* > Y* est également un homéomorphisme relativement aux topologies 

induites (voir le problème 25). 

Nous allons montrer que Y* est connexe. En effet si qg = (5 + cos 0,,, sin 0, } alors l’application 

g:(0,27) > Y* définie par g(e) = (5 + cos (80 + 8), sin (89 + 8)) 

est un homéomorphisme. Mais l'intervalle (0, 27) est connexe donc Y * est également connexe. 

Par ailleurs, X* n’est pas connexe ; car les ensembles 

= {{x,y): x > 0} et HE = XX, UT A0) 

sont tous deux ouverts dans R?, donc G* = X* N G et H* = X* N H sont des ouverts de X*. De 

plus G* et H* sont disjoints non vides et vérifient G* U H* — X*. Puisque la connexité est une pro- 

priété topologique, X* n’est pas homéomorphe à Y* et donc il ne peut exister de telle application f. 

TOPOLOGIE ENGENDREE PAR DES APPLICATIONS 

28. 

29. 

Soit {f,: X > (Yi,T:)} une famille d’applications constantes d’un ensemble arbitraire X 
dans les espaces topologiques (Y,, T;). Déterminer la topologie la moins fine pour la- 
quelle les applications f, sont continues. 

Solution : 

Rappelons (voir le problème 1) qu’une application constante f : X = YŸ est continue pour toute 

topologie de X. Ainsi toutes les applications constantes f; sont continues pour la topologie grossière 

{X, ®} de X. Puisque la topologie grossière {X, O} sur X sur la topologie la moins fine de X, c’est 
aussi ia topologie la moins fine de X pour laquelle les applications constantes sont continues. 

Considérons la topologie suivante sur Ÿ = {a, b, c, d} : 

T. = -{Y,0,{c),{a;b;e}, {ed 

Soit À — {1,2,8,4} et soient les applications f : X — (Y,T) et g : X > (Y,T) défi- 
nies par 



30. 

31. 
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Trouver la sous-base de définition © de la topologie T* sur X engendrée par f et g, i.e. 
la topologie la moins fine pour laquelle f et g soient continues. 

Solution : 

Rappelons que de Usenet) Vip t(H:HET} 

c’est-à-dire que © est formée des images réciproques par f et g des ouverts de Y. Ainsi 

SJ —= {X,9,{1,2,4}, {3}, {2,8}, (,2,8}, {2,8,4}} 

Soit T la topologie de la droite réelle R engendrée par les intervalles semi-ouverts [a, b), 
et soit T* la topologie sur R engendrée par la famille des applications linéaires affines 

f:R(R,T) définies par f(x) = ax+b, a,bER 

Montrer que T* est la topologie discrète sur R. 

Solution : 

Nous voulons montrer que, pour tout p € R, le singleton {p} est un ouvert pour T*. Considé- 

rons l’ouvert pour T , À = [1,2) et les applications f : R > (R,T) et g : R > (R,T) définies par 

AO DEC et gp EE 

représentées ci-dessous. 

A présent À € T implique 

f LA} Sfr, pd). 7 et g”1[A] = (p—1,p] 

appartiennent à la sous base de définition de la topologie T*. Aïnsi l’intersection 

(p— 1») 0 ir, p+1) =. {pr} 

appartient à T*,et donc T * est la topologie discrète sur R. 

Démontrer le théorème 7.9 : Soit {f; : X > (Y,, T)} une famille d’applications défi- 

nies sur un ensemble arbitraire non vide X, soit 

de UT PER, 

et soit T la topologie sur X engendrée par cl.alors : 

(i) Toutes les applications f, sont continues pour T. 

(ii) Si T* est l'intersection de toutes les topologies sur À pour lesquelles les applica- 

tions f, sont continues, alors T = T*. 

(üii) T est la topologie la moins fine sur X pour laquelle les applications f, soient conti- 

nues. 

(iv) est une sous-base de T. 

Solution : 

(i) Pour toute application f;:(X,T) > (Y;, Test ile TH alors FA [He SJ CT. Ainsi 

toutes les f; sont continues pour T7. 



p22 Chapitre 7/Continuité et homéomorphie 

(üi) D’après le problème 9, toutes les applications f; sont également continues pour T*; ainsi SN CITE 

et, puisque T est la topologie engendrée par <j, T € T*. Réciproquement, T est l’une des topo- 

logie pour lesquelles les f,; sont continues ; ainsi TE TMOAONC TETE 

(iii) Est conséquence de (ii). 

(iv) Est conséquence du fait que toute famille d’ensembles est une sous-base de la topologie qu’elle 

engendre. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

APPLICATIONS CONTINUES 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

Démontrer que f : X > YŸ est continue si et seulement si f7! [4°] C (f=![4]) pour tout 4 C X. 

Soient X et Y deux espaces topologiques avec X = £E U F. Soient f : E > Yetg : F > Y,avecf = g 

sur E N F continues pour les topologies induites. Notons que À = f U g est une application de X dans 

Y. (i) Montrer sur un exemple que h n’est pas nécessairement continue. (ii) Démontrer que si £ et F 

sont tous les deux ouverts, alors h est continue. (iii) Démontrer que si E et F sont tous les deux fermés, 

alors h est continue. 

Soit f : À > Ÿ continue. Montrer que f : X + f[X] est également continue, où f[X] est muni de la 
topologie induite. 

Soit Ÿ un espace topologique et soit X A : À > R la fonction caractéristique d’une partie À de X. 

Montrer que X, est continue en p € X si et seulement si p n’est pas un point de la frontière de 4.(On 

rappelle que X, (x) = 1six € 4 et X, (x) = Osix = 414) 

Considérons la droite réelle R munie de la topologie usuelle. Montrer que si toute application f : X > R 

est continue, alors X est un espace discret. 

APPLICATIONS OUVERTES ET FERMEES 

27: 

38. 

39. 

40. 

Soit f : (X,T) > (Y, T*). Démontrer les propositions suivantes : 

(i) fest fermée si et seulement si f[A] C f[A] pour tout 4 C X : 

(üi) fest ouverte si et seulement si f [4°] CFA D: pour tout 4 C X. 

Montrer que l’application f : (0,2) + [— 1,1] définie par f (x) = sin (1/x) est continue mais ni ou- 

verte ni fermée, (0, +) et [— 1, 1] étant munis des topologies induites par la topologie usuelle. 

Démontrer que si f : (X,T) > (Y,T*) est ouverte et surjective, et si 8 est une base de T, alors 
{f [8] : B € B} est une base de T*. 

Donner un exemple d’une application f : X > Ÿ et d’une partie A C X telle que f soit ouverte mais 

que f, , la restriction de f à À, ne soit pas ouverte. 

HOMEOMORPHISMES, PROPRIETES TOPOLOGIQUES 

41. 

42. 

43. 

Soient f : À > Y et g : Ÿ > Z deux applications continues. Montrer que si g° f : X = Z est un ho- 
méophisme, alors le fait que g soit injective (ou que / soit surjective) implique que f et g soient des ho- 
méomorphismes. 

Montrer que chacune des propriétés suivantes est une propriété topologique : (i) étre un point d’accu- 
mulation, (äü) être intérieur, (iii) être frontière, (iv) être dense, et (v) être un voisinage. 

Montrer que si je à > Ÿ est un homéophormisphe et si À C X a la propriété que À NAS = @, alors 
fIA]JN (F[A D = = @. (Un sous-ensemble 4 C X ayant la propriété que À N 4’ = ® est dit isolé. La 
propriété d’être isolé ot ainsi une propriété topologique.) 
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TOPOLOGIE ENGENDREE PAR DES APPLICATIONS 

44. Considérons la topologie suivante sur Y = {a,b,c,d}:T = {Y,@,{a,b},{c, d}}. Soit 

X= {1,2,3,4,5}et soit f : X > Y etg : X > Y définies comme suit : 

f = {(1,a), (2, a), (8,b), (4,b),(5,d)}, g = {(1,c), (2, b), (8, d), (4, a), (5, c)} 

Trouver la sous-base de définition de la topologie sur X engendrée par f et g. 

45. Soit f : X > (Y, T*). Montrer que si <fest la sous-base de définition de la topologie T engendrée par 

l’application f, alors -f = T. 

46. Soient {f, : X 7 (Y;, T;)} une famille de l’application définies sur un ensemble arbitaire X et soit cf; 

une sous-base de la topologie T; sur Y;. Démontrer que la famille €J* = U; ff '(SI: SE} ales 

propriétés suivantes : (i) <f* est une sous-famille de la sous-base de définition ©) de la topologie T sur 

X engendrée par les applications f, ; (ii) -f* est également une sous-base de T. 

47. Montrer que la topologie la moins fine sur la droite réelle R pour laquelle les applications linéaires 

affines Dre 
f:R—(R,U) définies par f(x) = ax+b, abER 

sont continues est également la topologie usuelle U. 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

33. . (i) Soit X = (0, 2) et soit E = (0,1) et F = [1,2). Alors f(x) = 1 et g(x) = 2 sont toutes les deux 

continues mais À = f LU g n’est pas continue. 

44. {X, Q, (d, 2, 8, 4}, {5}, {2, 4}, (1 3, 5
}} 

45. Indication. Montrer que ef est une topologie. 



CHAPITRE 8 

Espaces métriques et normés 

DISTANCES 

Soit X un ensemble non vide. Une fonction à valeurs réelle d définie sur X x X, c’est-à-dire 

sur les couples d’éléments de X, est appelée une distance ou une métrique sur X ssi elle vérifie, 

pour tout a, b, c € X, les axiomes suivants : 

[M,] d(ab)20 et da, a) = 0. 

[M;] (Symétrie) d(a, b) = d(b, a). 

[M;] (Inégalité triangulaire) d(a, c) < d(a, b) + d(b, c). 

[M4] Sia#b alors d(a, b) > 0. 

Le nombre réel d(a, b) est appelé la distance de a à b. 

Remarquons que [Mi ] implique que la distance de deux points n’est jamais négative, et que 

la distance d’un point à lui-même est nulle. L’axiome [M2] affirme que la distance d’un point a à 

un point b est la même que la distance de b à a ; ainsi on parle de la distance de deux points a 

et b. b 

[M] est appelé l'inégalité triangulaire, car si a, b et c sont 
des points du plan R? comme on l’a représenté ci-contre, alors 
[M;] affirme que la longueur d(a, c) d’un des côtés du triangle 
est inférieure ou égale à la somme d(a, b) + d(b, c) des lon- 
gueurs des deux autres. Le dernier axiome [M,] affirme que 
la distance de deux points distincts est positive. a dia à c 

Nous allons à présent donner quelques exemples de distances. Qu'’elles vérifient effective- 
ment les axiomes nécessaires sera vérifié ultérieurement. 

s Le 
S Ÿ 

Exemple 1.1: L'application d définie par d(a, b) = la — bi, où a et b sont des nombres réels, est une 
distance et est appelée la distance usuelle de la droite réelle R. De plus, l’application d 

définie par 

d(p,q) = V(ai—b:)? + (az — b2)? 

où p = (a3, a) et a = (b;,, b,) sont des points du plan R?, est une distance appelée 
distance usuelie de R?. Nous admettrons que R et R? sont munis de leur distance usuelle 

sauf mention expresse du contraire. 

Exemple 1.2: Soit X un ensemble quelconque non vide et soit d l’application définie par 

0 Si a=b 
d(a,b) = { ARE 

Alors d est une distance sur X. Cette distance est d’ailleurs appelée la distance triviale 

sur À. 

Exemple 1.3: Soit C[0, 1] l’ensemble des fonctions continues sur l’intervalle fermé [0, 1]. On définit 
une distance sur l’ensemble ( [0, 1] de la manière suivante : 

LD | 

df,g) = J \f(e) — g(x)| de 
0 

x. "Un 
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Ici d(f, g) est précisément l’aire de la région comprise entre les graphes des fonctions 

comme on l’a représenté ci-dessous. 

d*(f, 9) 

d(f, g) est ombré 

Exemple 1.4: A nouveau, désignons par C[0, 1] l’ensemble des fonctions continues sur [0, 1]. On définit 
une autre distance sur C[0, 1] de la manière suivante : 

d*(f,g) —=  sup{|f(x) — g(x)| : x € [0,1]} 

Ici d*(f, g) est précisément la longueur du plus grand intervalle vertical compris entre 

les graphes des deux fonctions comme on l’a représenté ci-dessus. 

Exemple 1.5: Soient p = (a;, a) et q = (b;1, b:) deux points arbitraires du plan R?, c’est-à-dire deux 
couples de nombres réels. Les applications d, et d, définies par 

di(p,qg) = max (l@i — dl, |ao — bol), d3(p, 9) = ai —b;| + las — bol 

sont deux distances distinctes sur R°. 

Une application p vérifiant [M.,], [M,] et [M;}, c’est-à-dire non pas nécessairement [MA], 

est appelée une pseudo-distance ou pseudo-métrique. Plusieurs résultats vrais pour les distances 

sont encore vrais pour les pseudo-distances. 

DISTANCES D’ENSEMBLES, DIAMETRES 

Soit d une distance définie sur un ensemble X. La distance d’un point p € X et d’une 

partie non vide À de X est notée d(p, A) et définie par 

d(p, A) = inf{d(p,a):a€ A} 

c’est-à-dire la borne inférieure des distances de p aux points de À. La distance de deux parties 

non vides À et B de X est notée d(A, B) et définie par 

d(A,B) = inf{d(a,b):a€A,bEB} 

c’est-à-dire la borne inférieure des distances des points de À aux points de B. 

Le diamètre d’une partie non vide À de X est noté d(A) et est défini par 

d(A) = sup{d(a, a’): a,« € À} 

c’est-à-dire la borne supérieure des distances des points de À. Si le diamètre de À est fini, c’est-à- 

dire d(A) < ®, alors À est dite bornée ; sinon, c’est-à-dire d(A) = ®, alors À est dite non bornée. 

Exemple 2.1: Soit d la distance triviale définie sur un ensemble non vide X. Alors pourpEXetA,BCX, 

1 si pŒA 1 si ANnB=0Q 
= d(A, B = 

d(p, À) js EAN ( ) . “A0BEQ 

Exemple 2.2: Considérons les intervalles suivants de la droite réelle R : À = [0, 1), B = (1, 2]. 

Si d désigne la métrique usuelle de R, alors d (A, B) = 0. Par ailleurs, si d* désigne la 

métrique triviale de R, alors d(4, B) = 1 puisque A et B sont disjoints. 

Il est clair que la proposition suivante découle des définitions ci-dessus. 

Proposition 8.1 : Soient À et B deux parties non vides de X et soit p € ZX. Alors : 

(i) d(p, A), d(A, B)et d (A) sont des réels non négatifs. 

(ii) Sip € À alors d(p, À) = 0. 
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(iii)Si A NB est non vide, alors d(A, B) = 0. 

(iv) Si À est fini, alors d(A) < c, c’est-à-dire À est borné. 

Remarquons que les réciproques de (ii), (ii) et (iv) ne sont pas vraies. 

Pour l’ensemble vide on adopte les conventions suivantes : 

d(p,®) = w, d(A,@) = d(,A) = >,  d(@) = —« 

BOULES OUVERTES 

Soit d une distance définie sur X. Pour tout point p € X et tout réel à > 0, S;(p, ô) ou 

plus simplement S (p, ô) désigne l’ensemble des points situés à une distance moindre que à de p : 

S(p,5) = {x: d(p,x) <à} 
Nous appelons S(p, ô) la boule ouverte, ou plus simplement la boule, de centre p et rayon ô. 

On l’appelle également sphère ou voisinage sphérique. 

Exemple 3.1 : 

Exemple 3.2 : 

Exemple 3.3 : 

Exemple 3.4 : 

Considérons le point p = (0, 0) du plan R?, Cale 

réel ô = 1. Si d est la distance usuelle de R?, alors 
Sp, 8) est le disque unité ouvert représenté ci- 
contre. D’autre part, si d, et d, sont les distances de 

R? définies dans l'exemple 1.5, alors Sa,(P, Ô) et 

Sa,(P, Ô) sont les parties de R= représentées ci- 

dessous. 

Sa, (P, ô) est ombré Sa,(p, 8) est ombré 

Soit d la distance triviale définie sur un ensemble X et soit p € X. On rappelle que la 

distance de p à tout autre point de X vaut exactement 1. Ainsi 

AIS TROIE 

Fe el 

Soit d la distance usuelle de la droite R, c’est-à-dire d(a, b) = |a — b|. Alors la boule 
ouverte S(p, ô) est égale à l'intervalle ouvert (p — Ô, p + Ô). 

Soit d la distance définie sur la famille C{0, 1] des fonctions continues sur [0, 1], définie 
par 

d(f,g) =  sup{if(x) — g(x)l| : x € [0,1]; à 

(voir l'exemple 1.4). Etant donné à et une fonction f, € C{0, 1], alors la boule ouverte 
S(fo, à) est formée des fonctions continues g dont le graphe se trouve dans l’aire limitée 

par les graphes de f, — à et fo + Ô, comme on l’a représenté sur le schéma ci-dessous : 
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Une des propriétés les plus importantes des boules 

ouvertes dans un espace métrique est donnée dans le lemme 

suivant. 

Lemme 8.2 : Soit S une boule ouverte de centre p et de 

rayon 6. Alors, pour tout point g €S, il existe 

une boule ouverte T centrée en q telle que T : 

soit contenue dans S. (Voir le diagramme de 

Venn ci-contre.) 

TOPOLOGIES INDUITES PAR UNE METRIQUE, ESPACES METRIQUES 

En général, l'intersection de deux boules ouvertes n’est pas nécessairement une boule 

ouverte. Cependant, nous allons montrer que tout point de l'intersection de deux boules ouvertes 

appartient à une boule ouverte contenue dans l'intersection. A savoir, 

Lemme 8.3: Soient S, et S, deux boules ouvertes et soit p € S; N S,. Alors il existe une 

boule ouverte S,, de centre p telle que p ES, CS; NS. 

Ainsi en vertu du théorème 6.1, nous avons le 

Théorème 8.4 : La famille des boules ouvertes d’un ensemble X muni de la distance d est une 

base d’une topologie sur X. 

DEFINITION: Soit d une distance définie sur un ensemble non vide X. La topologie T sur X, 

engendrée par la famille des boules ouvertes de X, est appelée la topologie mé- 

trique (ou la topologie induite par la métrique d). De plus, l’ensemble X, ainsi 

que la topologie T induite par la distance d, est appelé un espace métrique et 

est noté (X, d). 

Ainsi un espace métrique est un espace topologique dans lequel la topologie est induite par 

une distance. Par conséquent, toutes les notions définies pour les espaces topologiques sont 

également valables pour les espaces métriques. Par exemple, nous pouvons parler d’ouverts, de 

fermés, de voisinages, de points d’accumulation, d’adhérence, etc., pour un espace métrique. 

Exemple 4.1: Si d est la distance usuelle de la droite réelle R, c’est-à-dire d(a, b) = la — b] , alors les 

boules ouvertes de R sont précisément les intervalles ouverts finis bornés. Ainsi la distance 

usuelle de R induit la topologie usuelle de R. De manière analogue la distance usuelle 

du plan R? induit la topologie usuelle de R?: 

Exemple 4.2: Soit d la distance triviale définie sur un ensemble X. Notons que pour tout point p € X, 

S(p, 1/2) = {p}. Ainsi tout singleton est ouvert et donc tout ensemble est ouvert. En 

d’autres termes, la distance triviale induit sur X la topologie discrète. 

Exemple 4.3: Soit (X, d) un espace métrique et soit Ÿ une partie non vide de X. La restriction de 

l'application d aux points situés dans la partie Ÿ, également notée d, est une distance sur 

Y. Nous dirons que (Ÿ, d) est un sous-espace métrique de (X, d). D'ailleurs (Ÿ, d) est un 

sous-espace de (X, d), c’est-à-dire est muni de la topologie induite. 

Il est habituel d’utiliser la même lettre, X par exemple, pour désigner à la fois l’espace 

métrique et l’ensemble sous-jacent sur lequel la métrique est définie. 

PROPRIETES DES TOPOLOGIES INDUITES PAR UNE METRIQUE 

Puisque la topologie d’un espace métrique X provient de sa métrique, on pourrait penser, 

à juste titre, que les propriétés topologiques de X sont reliées à ses propriétés métriques. Par 

exemple, 

Théorème 8.5 : Soit p un point d’un espace métrique X. Alors la famille dénombrable de 

boules ouvertes {S(p, 1), S(p, 1/2), S(p, 1/3), ...} est une base locale en p. 

Théorème 8.6 : La fermeture ou l’adhérence À d’une partie À d’un espace métrique X 

est l’ensemble des points dont la distance à À est nulle, c’est-à-dire 

A Ex ed (x A)=.0). 
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Remarquons que l’axiome [M,] implique que le seul point situé à une distance nulle d’un 
singleton {p} est le point p lui-même, c’est-à-dire, | 

d(x, {p}) = 0 implique x=p 

Ainsi, d’après le théorème précédent, les singletons {p} d’un espace métrique sont fermés. Par 
conséquent les réunions finies de singletons, c’est-à-dire les ensembles finis, sont également des 
fermés. Nous allons énoncer ce résultat de manière plus formelle : 

Corollaire 8.7 : Dans un espace métrique, les ensembles finis sont fermés. 

Ainsi, nous voyons qu’un espace métrique possède certaines propriétés topologiques qui 
n’ont pas lieu dans l’espace topologique le plus général. 

Suit à présent une propriété importante de “séparation” dans les espaces métriques. 

Théorème 8.8 (Axiome de séparation) : Soient À et B deux parties fermées disjointes d’un 
espace métrique X. Alors il existe deux ouverts dis- 
joints G et H tels que À C G et B C H. (Voir le dia- 
gramme de Venn ci-dessous.) 

En AE 
PT ER Te - Ss 

ee on / N 
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\ \ 
G ! \ l 

Rite NE ” 
mm 

On pourrait s’attendre, d’après le théorème ci-dessus, à ce que la distance de deux fermés 
disjoints soit strictement positive. L'exemple suivant montre que ce n’est pas le cas. 

Exemple 5.1 : Considérons les ensembles suivants du plan Ra représentés ci-dessous : 

À = (x y)'ay=-1,x <0}, B = {(x,y):xy=1,x>0} 

Remarquons que 4 et B sont tous deux fermés et disjoints. Cependant d(4, B) = 0. 

METRIQUES OU DISTANCES EQUIVALENTES 

Deux métriques d et d* définies sur un ensemble X sont dites équivalentes ssi elles induisent 
la même topologie sur X, c’est-à-dire ssi les boules ouvertes pour d et les boules ouvertes pour d* 
sont des bases de la même topologie sur X. 

Exemple 6.1: La distance usuelle d et les distances d, et d; définies dans l’exemple 1.5 induisent toutes 
la même topologie sur le plan R? puisque la famille des boules ouvertes de chacune des 
métriques (représentées ci-dessous) est une base de la topologie usuelle de R2. 

Sa(p, 8) Sa, (P; 5) 

Ainsi les métriques sont équivalentes. 
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Exemple 6.2: Considérons la distance d définie sur un ensemble non vide À par 

RE 2, 
Remarquons que s4(p, 1) = {p} ; ainsi les singletons sont ouverts et d induit la topologie 

discrète sur X. Par conséquent d est équivalente à la distance triviale définie sur X laquelle 

induit également la topologie discrète. 

Il est clair que la proposition suivante découle de la définition ci-dessus. 

Proposition 8.9 : La relation ‘‘d est équivalente à d*” est une relation d’équivalence dans toute 

famille de distances définies sur un ensemble X. 

PROBLEME DE METRISABILITE 

Etant donné un espace topologique quelconque (X, T)il est naturel de se poser la question 

de savoir s’il existe ou non une distance d sur X qui induise la topologie T. L'espace topolo- 

à gique (X,T) est dit métrisable s’il existe une telle distance. 

Exemple 7.1: Tout espace discret (X, 2) est métrisable puisque la distance triviale de X induit la topo- 

logie discrète D. 

Exemple 7.2: Considérons l’espace topologique (R, U), la droite réelle munie de sa topologie usuelle U. 

Remarquons que (R, U) est métrisable puisque la métrique usuelle de R induit la topo- 

logie usuelle de R. De même, le plan R? muni de la topologie usuelle est métrisable. 

Exemple 7.3: Un espace muni de la topologie grossière (X, 4), où X comprend plus d’un point, n’est 

pas métrisable. En effet X et ® sont les seuls fermés d’un espace muni de la topologie 

grossière (X, 4). Or d’après le corollaire 8.7, tous les ensembles finis d’un espace métrique 

sont fermés. Ainsi X et ® ne peuvent être les seuls fermés d’une topologie sur X induite 

par une métrique. Par conséquent (X, ) n’est pas métrisable. 

Le problème de la métrisabilité en topologie consiste à trouver les conditions topologiques 

nécessaires et suffisantes pour qu’un espace topologique soit métrisable. Une solution impor- 

tante mais partielle a été apportée à ce problème par Urysohn en 1924 comme résultat du 

célèbre lemme d’Urysohn. Ce n’est qu’en 1950 qu’une solution complète de ce problème a été 

donnée indépendamment par plusieurs mathématiciens. Nous démontrerons les résultats 

d’Urysohn ultérieurement. La résolution complète du problème de métrisabilité dépasse le cadre 

de cet ouvrage , aussi renvoie-t-on le lecteur au traité classique de Kelley, Topologie générale. 

ESPACES METRIQUES ISOMETRIQUES 

Un espace métrique (X, d) est isométrique à un espace métrique (Y, e) ssi il existe une 

bijection f : X > Ÿ qui conserve les distances, c’est-à-dire pour tout p, q EX, 

d(p,a) =  e(f(p), f(a)) 

Remarquons que la relation ‘{X, d) est isométrique à (Y, e)’”’ est une relation d’équivalence 

dans toute famille d'espaces métriques. De plus, 

Théorème 8.10 : Si l’espace métrique (X, d) est isométrique à (Ÿ, e), alors (X, d) est égale- 

ment homéomorphe à (X, e). 

L'exemple suivant montre que la réciproque du théorème ci-dessus n’est pas vraie, c’est-à- 

dire deux espaces métriques peuvent être homeomorphes sans être isométriques. 

Exemple 8.1: Soit d la distance triviale sur un ensemble X et soit e la distance définie sur un ensemble 

Y par 
f2 si a <b 

Dr 
10 lo ._ si a=b 
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Admettons que X et Ÿ aient le même cardinal supérieur à un. Alors (X, d) et (Y, e) ne 
sont pas isométriques puisque les distances de deux points dans chaque espace sont 

différentes. Mais, à la fois d et e induisent la topologie discrète et deux espaces discrets 

de même cardinal sont homéomorphes ; ainsi (X, d) et (Ÿ, e) sont homéomorphes. 

ESPACE EUCLIDIEN DE DIMENSION m"” 

Rappelons que R” désigne l’ensemble produit de m exemplaires de l’ensemble R des 
nombres réels, c’est-à-dire est formé des m-uples (a,, a,,...,a,,) de nombres réels. L’appli- 
cation d définie par 

do = Vu) + Für) = JÈ(&-b) = 
1—= 

ou p —(a,,...,a,,) et q —(b,,...,b,,) est une distance appelée distance euclidienne de R”. 
Nous admettrons que R” est muni de cette distance sauf mention expresse du contraire. 
L'espace métrique R” muni de la distance euclidienne est appelé l’espace euclidien de 
dimension m et sera également désigné par E"”". 

Théorème 8.11 : L’espace euclidien de dimension m est un espace métrique. 

Remarquons que l’espace euclidien de dimension 1 est précisement la droite réelle R 
munie de la distance usuelle, et que l’espace euclidien de dimension 2 est le plan R? muni de 
la distance usuelle. 

ESPACE DE HILBERT 

La famille des suites infinies réelles 

(1, &2, ...) telles que DA NERES 
n=1 

c’est-à-dire telles que la série ar + az +... converge, est noté R°. 

Exemple 9.1 : Considérons les suites 

D =RUlIR St Rre) et dE LE.) 

Puisque 12+12+,,,ne converge pas, p n’est pas un point de R°. Par contre, la série 
12 + Cu + D? +... converge, ainsi q est un point de R°”. 

A présent soient p = (a,) et q = (b,) appartenant à R”. L’application d définie par 

d(p,q) — JE 1e - 8.7 

est une distance appelée la métrique de Z, définie sur R°. On admettra que R° est muni de 
cette distance sauf mention expresse du contraire, L'espace métrique constitué par R° muni de 
la métrique de !, est appelé l’espace de Hilbert ou l’espace l, et sera aussi noté H. Nous 
énonçons plus formellement : 

Théorème 8.12 : L’espace de Hilbert (ou l’espace L, ) est un espace métrique. 

Exemple 9.2: Soit H,, le sous-espace de l’espace de Hilbert H formé des suites de la forme 

(AN ose ne rs RO OS) 

Remarquons que H,, est isométrique et donc homéomorphe à l’espace euclidien de 
dimension m dans l’identification naturelle 

(Gi, Sn) PNR MEN TANONUEES) 

L'espace de Hilbert présente deux phénomènes (qui ne se présentent pas dans l’espace 
euclidien de dimension m) décrits dans les exemples ci-dessous : 
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Exemple 9.3: Considérons la suite (p,,) de points de l’espace de Hilbert où py — (dy, dix...) est 

défini par ay = 634: cC’est-àdire a = 1 sii = ketay, — Osii Æ k. Remarquons, comme 

on l’a décrit ci-dessous, que la projection (n;(p,)) de (p,, }sur chaque espace coordonnée 

converge vers 0 : 
p1 = (1, 0,0; 0; : ne) 

Po = (OM 0 0) 

Pre (0 010; Na) 

Da (0, 0, 0, 1, ) 

VE 
0 "0; 0 0,0, ..:) 

Or la suite (D? ne converge pas vers 0 puisque d (p,, 0) = 1 pour tout k E N ; d’ailleurs 

(p,) ne présente pas de sous-suite convergente. 

Exemple 9.4: Soit H* le sous-espace propre de H formé des points de H dont la première coordonnée 

est nulle. Remarquons que l'application f : H > H* définie par AC NE 

(0, dis: .) est bijective et conserve les distances. Ainsi l’espace de Hilbert est isomé- 

trique à un de ses sous-espaces propres. 

CONVERGENCE ET CONTINUITE DANS LES ESPACES METRIQUES 

Les définitions suivantes de la convergence et de la continuité dans les espaces métriques 

sont fréquemment utilisées. Remarquons leur ressemblance avec les définitions usuelles faisant 

intervenir e et ô. 

Définition : La suite (a,,a,,...) de points d’un espace métrique (X, d) converge vers 

b EX si, pour tout e > O, il existe un entier positif n, tel que 

n > Mo d(an, b) < e 

Définition : Soient (X, d) et (Y, d*) deux espaces métriques. Une application f de X dans Ÿ 

est continue en p € X si, pour tout e > 0, il existe un Ô > 0 tel que 

d(p,x) < d*(f(p), f(x) < « 

Les définitions ci-dessus sont équivalentes aux définitions de la convergence et de la conti- 

nuité (dans la topologie induite par la métrique) données pour les espaces topologiques en 

général. 

ESPACES NORMES 

Soit V un espace vectoriel réel, c’est-à-dire que V, muni des opérations d’addition et de 

multiplication par un scalaire réel, vérifie les axiomes EV; 1, [V,] et [V;,] du chapitre 2, p.24. 

Une application qui associe à chaque vecteur v € V le réel || v|| est une norme sur V ssi elle 

vérifie pour tout v, wE VetkER les axiomes suivants : 

[Ni] vi=0 et {u|=0 ssi v—0. 

EN] [o+wl < |foil + [hi 

ENS] [kel = 1k! flo. 

Un espace vectoriel V muni d’une norme est appelé un espace vectoriel normé ou simple- 

ment un espace normé. Le réel || v || est appelé la norme du vecteur v. 

Théorème 8.13: Soit V un espace vectoriel normé. L'application d définie par 

d{v,w) = |lv —w| 
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où v, w € V est une distance appelée distance induite par la norme de V. 

Ainsi tout espace vectoriel normé est un espace métrique et donc un espace topologique. 

Exemple 18.1 : L'espace produit R”° est un espace vectoriel pour l’addition définie par 

(arte, Un) Fe (b:5507) — (0e Crat0) 

et pour la multiplication par un scalaire définie par 

Rae GIE re ta) 

L'application définie sur R°* par 

a, ..., am) = Jai nat 12 di \2 la;l2 

est une norme appelée la norme euclidienne de R°”°. Notons que la norme euclidienne de 

R” induit la distance euclidienne de R”*. Si p = (a,,a,,a,) est un point de R, alors 
llp1} correspond précisément à la “longueur” du segment orienté (ou vecteur) mené de 
l’origine au point p ainsi qu’on l’a représenté ci-dessous 

Exemple 10.2 : Les deux applications suivantes sont également des normes de l’espace vectoriel normé 
Ro 

[| (as Pl = max (la|, la», ….) laml) 

læil + læo| nee CE lam| ÎF(@, -.., &m) |] 

Soit Æ(X, R) l’ensemble des applications à valeurs réelles définies sur un ensemble non 
vide X. Rappelons (voir le théorème 2.9) que F(X, R) est un espace vectoriel où l’addition 
vectorielle de la multiplication par un scalaire sont définies de la manière suivante : 

(F+g)(x) = f(x) +96) et  (kf}(x) = f(x) 
Nous allons fréquemment avoir à étudier des familles de fonctions ayant un certain nombre 
d’autres propriétés telles que : être bornées, continues, etc. Nous utiliserons le résultat suivant 
d’algèbre linéaire : 

Proposition 8.14 : Soitce4 (X, R) un sous-ensemble de F (X, R) possédant les deux propriétés 
suivantes : 

(G) Sif, g€cA(X, R), alors la somme f +9 € cA(X, R). 

(ü) Si fEcA(X, R) et RER, alors le produit par un scalaire 
kRfEcA(X, R). 

Alors c4(X, R) est lui-même un espace vectoriel. 

Exemple 10.3 : L'ensemble C [0, 1] des fonctions réelles continues sur l'intervalle / = [0, 1] est un espace 
vectoriel puisque les sommes et les produits par un scalaire de fonctions continues sont 
continues. L’application sur ([0, 1] définie par 

. 
Ut = fade 

0 
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est une norme qui induit la distance sur ([0, 1] définie dans l'exemple 1.3. 

Exemple 10.4 : L'application définie sur l’expace vectoriel C[0, 1] par 

fl =  sup{lf(x)|: x € [0,1]; 

est également une norme. Cette norme induit la distance sur C[O, 1] définie dans 

l’exemple 1.4. 

Exemple 10.5 : Soit 8 (X, R) le sous-ensemble de F (X, R) des applications bornées f : X > R. Alors 

B(X, R) est un espace vectoriel puisque la somme et le produit par un scalaire de 

fonctions bornées est également bornée. L'application définie sur 8 (X, R) par 

fl = sup{|f(x)l: + € X} 

est une norme. 

Exemple 10.6 : Nous allons montrer ultérieurement que l’ensemble R°” des suites réelles (ah) telle que 

2 ia, [2 < est un espace vectoriel. L'application définie sur R° par 

IKall = NZ le,/ 

est une norme appelée norme de /, sur R”. Remarquons que cette norme induit la métri- 

que 2, sur l’espace de Hilbert. 

PROBLEMES RESOLUS 

DISTANCES 

L, Montrer que dans la définition d’une distance, l’axiome [M;] peut être remplacé par 

l’axiome (plus faible) suivant : 

[M*#] Si a, b, c € X sont distincts alors d (a, ce) <d (a, b) + d (b, c). 

Solution : 

Supposons que a — b. Alors 

d(a,c) = d(b,c) = d(b,b) + d(b,c) <= d(a,b) + d(b,c) 

Sib = c,le raisonnement est le même. Enfin, supposons a = c,alors 

d(a,c) = 0 < d(a,b) + d(b,c) 

Ainsi l'inégalité triangulaire découle de [M,] si les points a, b et c ne sont pas tous distincts. 

Montrer que la distance triviale définie sur un ensemble X est une distance, c’est-à-dire 

que l’application d définie par 
& 

d(a, b) “ps 
0440 

vérifie [M, ], [M, }, [MX] et [M]. 

Solution : 

Soient a, b € X. Alors d (a, b) = 1 ou d (a, b) = 0. Dans l’un ou l’autre cas d (a, b) 2 0. De plus 

si a = b, d’après la définition de d, d (a, b) = 0. Ainsi d vérifie [M,]. 

Soient a b EX. Si af b alors b#a. Ainsi da, b) = 1 et d(b, a) = 1. Par conséquent 

d (a, b) = d (b, a). Par aïlleurs, si a — b, alors b = a, et donc d (a, b) = 0 = d (b, a). Ainsi d vérifie 

[M; |: 
A présent soient a, b, cE X trois points distincts. Alors d (a, c) = 1, d (a, b)= 1etd(b,c)=1. 

ses A D 11 —d(e,b) + 40 

et d vérifie [M*]. 
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Enfin soient a, bE X et a Æ b. Alors d (a, b) = 1. Ainsi d (a, b) Æ 0 et d vérifie [M,]. 

3. Soit d une distance sur un ensemble non vide X. Montrer que l'application e définie par 

e(a,b) —= min(1, d(a,b)) 

où a, b E X est également une distance sur À. 

Solution : 

Soient a, b € X. Puisque d est une distance d (a, b) est non négative. Ainsi e (a, b) qui est soit 

égale à 1 soit égale à d (a, b) est également non négative. De plus, si a — b alors 

e(a,b) = min(1, d(a,b)) . = min (1,0) — O0 

“Ainsi e vérifie [M, |. 

A présent, soient a, b EX. Par définition e (a, b)= d (a, b) ou e (a, b) = 1. Supposons que 

e (a, b) = d(a, b), alors d (a, b) < 1. Puisque d est une distance d (a, b) = d (b, a) < 1. Par consé- 

quent, 
e(b,a) = d(b,a) = d(a,b) = e(a,b) 

Par ailleurs supposons que e (a, b) = 1 ; alors d (a, b)Z 1. Ainsid (b, a) = d (a, b) > 1.Par conséquent, 

e(b'ou— le (0,0) 

Dans l’un ou l’autre cas e vérifie [M,]. 

A présent soient a, b, c € X. Nous voulons démontrer l'inégalité triangulaire 

e(a,c) < e(a,b) + e(b, c) 

Remarquons que e(a, c) = min (1, d (a, c)) < 1. Ainsi si e (a, b)=loue(b, c) = 1, l'inégalité 

triangulaire est vérifiée. Mais si, à la fois e(a, b) < 1 et e(b, c) < 1 alors e (a, b) = d (a, b) et 

e (b, c) = d (b, c). Par conséquent, 

e(a,c) = min(1, d(a,c)) < d(a, c)e= d(a, b)-E d(b;ce)  =Me(a,b)ibre(b, 0) 

Ainsi, dans tous les cas, l'inégalité triangulaire est vérifiée. Ainsi e vérifie [M;]. 

Enfin, soient a, bE X et a # b. Alors d (a, b) # 0. Ainsie (a, b) = min (1, d (d, b}) est également 

non nulle. Ainsi e vérifie [M,]. 

4. Soit d une distance définie sur un ensemble non vide X. Montrer que l’application e 

définie par 
LUD) Eee AU 

Ë 1 + d(a, b) 

où a, bE X est également une distance sur X. 

Solution : 

Puisque d est une distance, il est clair que e vérifie [M,], [M,] et [M,]. Ainsi nous avons seulement 

besoin de montrer que e vérifie [M], l'inégalité triangulaire. Soient a, b, c€E X ; alors 

1 dub 0 2e do 
1 + d(a,b) + d(b,c) 1 + d(a,b) —1C(0,0) 

AO l'UDRC) SR Re CRE 
et 1 + d(a,b) + d(b,c) 1 + d(b,c) = ALT) 

Puisque d est une distance, d (a, c) < d (a, b) + d (d, c). Ainsi 

d(a, c) 2 d(a,b) + d(b,c) due EPS En ne 

D + da,b) + d@,o) 1 + d{a,b) + do) (a, b) + e(b,c) 

BOULES OUVERTES 

5. Démontrer le lemme 8.2 : Soit S une boule ouverte de centre p et de rayon Ô, c’est-à- 
dire S = S (p, Ô). Alors, pour tout point q ES, il existe une boule ouverte T centrée en 
q telle que T soit contenue dans S. 
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Solution : 

On a d (p, q) < Ô puisque q ES = S (p, Ô). Ainsi 

pe ô — d(q,p) AU 

Nous disons que la boule ouverte T = S (q, €) de centre gq 

et rayon € est contenue dans S. 

Soit xE T =S (q, €). Alors d (x, g) << e = Ô — d (q, p). Donc 

par l'inégalité triangulaire 

d(x,p) = d(x,g) + d(g,p) < [5 — d(g,p)] + d(q,p) = à 

Ainsi x ES = S (p, Ô) puisque sa distance à p est inférieure à 

Ô. Ainsi xET implique xES, c’est-à-dire T est un sous-ensemble 

de S (comme on l’a représenté dans le diagramme de Venn 

ci-contre.) 

Soient 6, et ô, deux réels tels que 0 < 6, < 6,. Monter que la boule ouverte S (p, ô,) 
est contenue dans la boule ouverte S (p, ô.). 

Solution : 

Soit xES (p, ô,). Alors d(x, p) <ô,< Ô,. Ainsi x ES (p, ,) et donc S (p, ô,)CS(, 6,). 

Montrer que si S et T sont deux boules ouvertes de même centre, alors l’une est 
contenue dans l’autre. 

Solution : 

Supposons que S°= S (p, ô,) et T = S (p, 6,), c’est-à-dire S et T ont même centre p et ont pour 

rayons respectifs Ô, et ô,. Or, soit Ô, <,, soit ô, <,. Ainsi d’après le problème précédent, soit 
SLOMRSOIt IL ENS. 

Démontrer le lemme 8.3 : Soient S, et S, deux boules ouvertes et soit pES,NS,. 
Alors il existe une boule ouverte 5, de centre p telle que p € 5, Co CIS 

Solution : 

Puisque p€S, et que S, et une boule ouverte, il existe, 

d’après le lemme 8.2, une boule ouverte SŸ de centre p telle que 

pESf CS,. De même, il eixte une boule ouverte 53 de centre 

p telle que pES$ C S,. A présent, SF et SŸ sont toutes les 

deux de centre p ; donc, d’après le problème 7, l’une d’entre s* 

elle, admettons que ce soit S*, est contenue dans l’autre. Ainsi (> 

nous avons 

pESicS, et pESicS:CS2 

Par conséquent pES* CS, MS,. Ainsi on peut prendre 

5, = SŸ. (Voir le schéma ci-dontre.) 

TOPOLOGIE INDUITE PAR UNE DISTANCE OÙ METRIQUE 

: Soit X un espace métrique et soit 2» la famille des boules ouvertes de centre p € X. 

Démontrer que 2, est une base locale en p. 

Solution : 

Soit G un ouvert de X contenant p. Puisque les boules ouvertes de X forment une base pour la 

topologie induite par la distance, 3 une boule ouverte S telle quep € S C G. Or d’après le lemme 8.2, 

4 une boule ouverte S, € D,, c’est-à-dire de centre p, telle que p € s, C S C G. Ainsi 2, est une base 

locale en p. 
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10. Démontrer le théorème 8.5 : Soit X un espace métrique. Alors la famille dénombrable 

de boules ouvertes 
Z — {S(p,1), S(p,#), Sp, &), ...} 

de centre p EX, est une base locale en p. 

Solution : 

Soit G un ouvert de X contenant p. D’après le problème précédent, 3 une boule ouverte S (p, ô) 

de centre p telle quep ES (p, 6) € G. Puisque Ô > 0, 

I EN telle que 1/n9 < à 

Par conséquent, p€ES (p, 1/n,) CS (p, 6) C Goù Sp, 1/n,)E Z.Ainsi Z est une base locale en p. 

11, Démontrer le théorème 8.6 : L’adhérence À d’une partie A d’un espace métrique X est 
égale à l’ensemble des points dont la distance à À est nulle : À = {x : d (x, À) = O0}. 

Solution : 

Supposons que d (p, A) = 0. Alors toute boule ouverte de centre p, et donc tout ouvert G conte- 

nant p, contient également au moins un point de À. Ainsi p € À ou p est un point limite de À, et donc 

p € A. 

Réciproquement, supposons que d (p, A) = € > 0. Alors la boule ouverte S (p, Le) de centre p 

ne contient aucun point de A. Ainsi p appartient à l'extérieur de À et donc p € A: Par conséquent, 

A=f{x:d(x, A) = 0}. 

12. Démontrer qu’une partie F d’un espace métrique X est fermée si et seulement si 
{x:d(x, F)=0}CF. 

Solution : 

Cela découle directement du problème 11 et du fait qu’un ensemble est fermé ssi il est égal à son 

adhérence. 

13. Si F est une partie fermée d’un espace métrique X et si pEX n'appartient pas à F, 
c’est-à-dire p € F, alors d (p, F) # 0. 

Solution : 

Si d(p, F) = 0 et si F est fermée, alors d’après le problème 12, p € F. Or par hypothèse p€F ; 

donc d (p, F) F 0. 

14. Démontrer le théorème 8.8 : Soient À et B deux parties disjointes fermées d’un espace 
métrique X. Alors, il existe deux ouverts disjoints G et H tel que À C G etB CH. 

Solution : 

Si À ou B sont vides, admettons que À = @, alors Q et X sont des ouverts disjoints tels que 4 C @ 

et B C X. Ainsi nous pouvons supposer que À et B sont non vides. : 

Soit a € À. Puisque À et B sont disjoints, 

aŒB. Or B est fermé ; ainsi d’après le problème 

précédent, d (a, B) = ô, > 0. De même si bEB, 

alors d (b, A) = 8, > 0. Posons 

Sa = S(a, #5) et Sy — S(b,#5r) 

alors a€ S,etb€ Sp: (Voir le diagramme de Venn 

ci-contre.) 

Nous disons que les ensembles 

G = U{S,:a€A} et H = U{S,:bEB} 

vérifient les conditions du théorème. A présent G et H sont ouvert puisqu'ils sont formés chacun par 

la réunion de boules ouvertes. De plusa€ S, implique À € Getb€S, impliqué B C H. Nous devons 
montrer que G NH = %. 
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Supposons que G N H # Q, par exemple que p € G NH. Alors 

10€A,bQEB telle que PE Say PE Sr 

Soit d (ap, bo) = € > 0. Alors d (ao, B) = Ô0 <eetd (Bo: 4A)= 63, < €. OrrES,, etp ES donc 

d(ao, p) < #50 et d(p, bo) < k5e 

D'où, d’après l’inégalité triangulaire, 

d(@o, bo) = € < d(ao p) Se d(p, bo) < ELA + kè, < ke cn ke = ge 

ce qui est impossible. Ainsi G et H sont disjoints et le théorème est démonté. 

DISTANCES EQUIVALENTES 

15. 

16. 

17. 

_X telles que pour toute boule ouvertes pour d, S, de 
Soient d et e deux distances définies sur un ensemble 

centre p € X il existe une boule ouverte pour e, S, de 

centre p également, telle que S, C S,. Montrer que la 

topologie Ta induite par d est moins fine (plus petite) 

que la topologie T. induite par e c’est-à-dire Ta Ce. 

Solution : 

Soit GE Ty. Nous voulons montrer que G est également 

un ouvert pour e. Soit p € G. Puisque G est un ouvert pour d,il 

existe une boule ouverte pour d, S,; de centre p telle que 

pES,; CG. Par hypothèse, il existe une boule ouverte pour 

e, 5, (p) de centre p telle que pES, (p) C Sa C G. Par consé- 

quent, G = U {S,(p):p € GX. Ainsi G est réunion de boules 

ouvertes pour e et donc est ouvert pour e.Ainsi TaC Te. 

Soient d et e deux distances sur un ensemble X telles que, pour toute boule ouverte 

pour d, S, de centre p € X, il existe une boule ouverte pour e, S, de centre p telle que 

S, C S,, et que pout toute boule ouverte pour e, SX de centre p € X, il existe une boule 

ouverte pour d, S* telle que S$ C SX. Montrer que d et e sont des distances équivalentes, 

c’est-à-dire qu’elles induisent la même topologie sur À. 

Solution : 

D’après le problème 15, la topologie Ta induite par d est moins fine que la topologie T, induite 

par e, c’est-à-dire Ta C T.. Egalement, d’après le problème 15, Te C Ta. Donc T4 = T+. 

Montrer que la distance usuelle d du plan R? et équivalente aux distances d, et d, de 

R? définies dans l’exemple 1.5. 

Solution : 

Remarquons qu’on peut inscrire un carré dans un cercle comme on l’a représenté sur la fig. (a) 

ci-dessous, et qu’on peut inscrire un cercle dans un carré comme on l’a représenté dans la fig. (b). A 

présent les points de l’intérieur d’un cercle constituent une boule ouverte pour d et les points de 

l'intérieur d’un carré forment une boule ouverte pour d,, donc les distances d et d, sont équivalentes 

d’après le problème 16. 

En outre on peut inscrire un “losange” dans un cercle comme on l’a montré sur la fig. (c) et on 

peut inscrire un cercle dans un “losange” comme on l’a montré sur la fig. (d). Puisque les points de 

l’intérieur d’un “losange” constituent une boule pour d;, les distances d et d, sont équivalentes d’après 

le problème 16. 

Fig. (4) . Fig. (b) Fig. (c) 
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Soit C[0, 1] la famille des fonctions continues réelles définies sur 1 = [0, 1]. Consi- 
dérons les distances d et e définies sut ( [0, 1] par 

af,9) = swtf-dliren, eo) = [ Vaw-otidr 
(voir l'exemple 1.3 et l'exemple 1.4). Montrer que la topologie T, induite par d n’est 
pas moins fine que la topologie T, induite pare c’est-à-dire T, É " 

Solution : 

Soit p la fonction constande p (x) = 2 et soit € = 1. Alors la boule S, (p, €) est constituée par les 

fonctions g dont le graphe se trouve entre les fonctions p — 1 et p + 1, c’est-à-dire que 1 <g (x) <3 

pour tout x EL. 

Il suffit de montrer que S,, (p, €) ne contient pas de boule ouverte pour e de centre p ; c’est-à-dire 

pour tout  >0,8S,(p, Î)ŒS, @, e). Soit Ô > 0. Considérons la fonction qg formée de segments de 

droite joignant + Éd (0, 4) et G ô,2),et G ô,2)et (1, 2), c’est-à-dire définie par 

(—4x/8) +4 si £ x < 15 
g@) = À die 

(voir le schéma ci-dessous). Remarquons que l’aire “comprise” entre p et q est égale à=6 , c’est-à-dire 

e (p, 4) =+86. Alors q ES, (p, 8). Mais d (p, 4) = 2 ; donc q ŒS,, (p, €). Ainsi S, (p, 6) Œ S, (p, €) 
pour tout d > 0. Ainsi T;$ Te. \ 

Soit C{a, b] l’ensemble des fonctions continues sur l’intervalle fermé X = [a, b]. Consi- 
dérons les distances d et e définies sur (C[{a, b] par 

46,9) = sw(f@-a@liz ex) ef.) = Î If) ge) ar 
Montrer que la topologie T, induite par e est moins finie que la du pr T,;, induite 
par d, c’est-à-dire T, CT, 

Solution : 

Soit S,(p, €) une boule ouverte pour e quelconque de Cfa, b] de centre p€ C[a, b]. soit 

Ô = e/(b — a). En vertu du problème 15, il suffit de montrer que S, (p, ô), la boule ouverte pour d de 

centre p et rayon Ô, est contenue dans S, (p, €), c’est-à-dire S; (p, 8) © S, (p, €). 

Soitf ES; (, Ô); alors sup {|p(x) — f(x)|} < 8 = e/(b—a) 

Ainsi 

{ 

b b b 

Die { [p(x) — f(x)| dx <= j sup {|p(x) — f(x)l} dx < f e/(b— a) dx = «€ 
a a a 

DoncfES, (p, €) et donc ainsi S, (p, ô) C S, (p, €). 

ESPACES NORMES 

20. Démontrer le théorème 8.13 : L'application d définie par d (v, w) = ||v —w || où v et 
w sont des vecteurs d’un espace vectoriel normé V, est une distance sur V. 

Solution : 

Notons que, d’après [N,], 

d{v,w) = [v—wl| = 0 et d(u,v) = vou = 1101040 
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22. 
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Ainsi d vérifie [M,]. De plus, d’après [N;], 

d{u,w) = [low] = [ww] = I-illw- el = Îw— vi = d(w,v) 

Ainsi d vérifie [M,]. D’après [IN], lu + wll < [ul + |1w]l pour tout v, w € V. Par conséquent, si 

a, b, c, E V, reportant v = a — b et w = b — c, nous obtenons 

la—el = [(a—8)+6—0ol = lv+wl < Ill + lle = Ila—bll + 1b— el 

c’est-à-dire d (a, c) < d (a, b) + d (b, c). Ainsi d vérifie [M; |. 

Enfin, si UÆ w, alors u - w # 0 ; ainsi d’après [N, 1], d (@, w) = [vu — w|| > 0. Alors d vérifie 

[Na ]- 

Démontrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Pour tout couple de points p — (re 

etq =(b,,...,b,)deR”, 

Sub] < fpllel = JE te JE vie 
où ||p || est la norme euclidienne. 

sm 

Solution : 

Si p = 0 ou q = O0, alors l’inégalité se réduit à O < Oet est donc vérifiée. Ainsi nous avons seulement 

à considérer le cas où p Æ O et q Æ 0, c’est-à-dire où ||p || Æ Oet||q || À 0. 

A présent pour tous nombres réels x, y ER, 0 < (x — y}? y ve ou, ce qui revient 

au-même, 

2xy = 22 + y? (1) 

Puisque x et y sont des nombres réels arbitraires, nous pouvons prendre x = |a; |/|lp Îl et y = lb;l/Na Il 

dans (1). Ainsi pour tout i, 

del I 2 le®, ln? : 
2oial — (pe ide de 

Or d’après la définition de la norme euclidienne, > la, 1? = ||p |? et Z lb, 1? = ||q 2. Donc, sommant 

(2) par rapport à i est utilisant |a,b;| = la;| |b;|, nous obtenons 

a la; b;| s À la;l2? de 1b;/2 s |lp|l2 j Ilall2 nids 

pi [all ll |lgll2? Il?  Ilall? 

c’est-à-dire ÿ la; b;l 

lil llall 

Muitipliant les deux membres par lp 11 Il gil, on obtient l’inégalité cherchée. 

Démontrer l'inégalité de Minkowski : Pour tout couple de points p — (Una reu 

gd=(b,,...,0, dR”, 

(Role fl+ al ie VElu+dt < VE la + JET 

Solution : 

Si [lp + qll = 0, il est clair que l'inégalité a lieu. Ainsi nous avons seulement à considérer le cas 

où ||p +qal #0. 

Remarquons que, pour des nombres réels quelconques a,, b;€ R nous avons la; + b;l < |a;| + 

1b;l. Donc 

lp+ al? = Zlu+b =  Zla+bi la+b; 

2 lai + bi] (lail + 1bil) 

Z lai+ bi la + ZX a+ bi] |d4l 

IN 
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24. 

25. 

26. 

27. 
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Or, d’après l’inégalité de Gauchy-Schwarz, 

Slu+bl lal < Ip+allpl et  Zla+ilel < IIp+alllial 
Fr lp+al <° [p+alllpll + [lp+allllal = le + all (ill + llal) 
Puisque l’on considère le cas ||p + qg || Æ 0, nous pouvons diviser par ||p + g || ; ce qui donne le résultat 

cherché. 

Démontrer que la norme euclidienne 

BIS NS ao p = (&,...,m) € R" 

vérifie les axiomes d’une norme [N, |, [N,] et [N]. 

Solution : 

[N,] découle des propriétés des nombres réels et [N,] est l'inégalité de Minkowski qui a été 
démontrée au problème précédent. Ainsi nous avons seulement à montrer que [N 3] est vérifié. Or, 

pour tout vecteur p = (a,,...,4,,)et tout nombreréelk ER, 

Ikpll = [ka ..., am) = [Ikas, ..., kan)|| 

_ NZ a? = V2 lkP ll? = lkl2 Z al? 

= VREJSIue = WASlE = lé IIpl 
Ainsi [N;] est également vérifié. 

Démontrer le théorème 8.11 : L’espace euclidien de dimension m est un espace métrique, 
c’est-à-dire la distance euclidienne sur R” vérifie les axiomes [M] à [M,]. 

Solution : 

Utiliser le problème 23 et le fait que la distance euclidienne sur R”° est induite par la norme eucli- 
dienne sur R”*. 

Soit (a,,a,,...) une suite convergente de nombres réels ayant la propriété que a, <b 
pour tout n € N. Montrer que lim a, < b. 

Solution : 

Supposons que lim a, = a > b et posons € = a — b > O0. Puisque dr 4, 

Im EN tel que a— an, < (t—a | < e = a—b 

Ainsi —a, û < — b et doncb < An 0> € qui contredit l'hypothèse. Par conséquent, lim a, < b.. 

Démontrer l'inégalité de Minkowski pour des sommes infinies : Si (a, }, (BIS R?, alors 

{an + On) < [K{an)|| + [Kb»)|| ie. 2 [an + b,f? = 2 lan? + te 1bA[? 

Solution : 

D’après l'inégalité de Minkowski pour les sommes finies, 

m m m © *! :@ 

\ S Jan+bn? < \ Z lan + 4] S le <= \ Z lan? + A] Z lof? 
n=1 n=1 n=1l n=1 n=1 

Puisque l'inégalité ci-dessus est vraie pour tout m EN, d’après le problème précédent, elle est aussi 
vérifiée à la limite. 

Montrer que la norme de 1, sur R°, c’est-à-dire || (a,)|| =YZla,l? vérifie les axio- 
mes d’une norme [N,], [N,] et [N.]. 

LR 
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Solution : 

La démonstration est semblable à celle du problème 23, et la norme euclidienne vérifie les axiomes 

[N,} IN let [N3l. 

28. Démontrer le théorème 8.12 : L'espace de Hilbert (ou espace L,) est un espace métrique. 

Solution : ; 

Utiliser le problème 27 et le fait que la métrique /, sur R° est induite par la norme de /,. 

29. Soient a et b deux nombres réels ayant la propriété que a < b + € pour tout € 10 

Montrer que a < b. 

Solution : 

Supposons que a > b. Alors a = b + ô avec ô > 0. Posons € = : ô. À présent a > b + ; ô = 

b + eavece > 0. Mais ceci est contraire à l’hypothèse ; donc a S b. 

30. Soit I = [0, 1]. Montrer que ||f|| = sup {|f (x)|} est une norme sur C[0, 1]. 

Solution : 

Rappelons qu’une fonction réelle continue sur un intervalle fermé est bornée ; donc ILfIl est bien 

définie. Puisque | f (x)|> 0 pour tout x EL, || fl > 0 ; de plus If || = 0 ssi |f(x)| = 0 pour tout x en 

c’est-à-dire ssi f — 0. Ainsi [N, ] est vérifié. 

Soit e > 0. Alors 3 x, € J tel que 

If+ all = sup {|f(&) + a)  < [f(&o) + g(&o)l + € 

Æ£ _ |f(xo)l + (g(&o)| + € 

£  sup{|f(x)|} + sup {|g(x)|} + € 

ee NE IbIE Fe 

Ainsi, d’après le problème 29, ||f + g1l < [FI + [gilet [N, ] est vérifié. 

A présent soit & E R. Alors 

kfll = sup{l&p(@)l} = suptlkf@)l} = sup {lkl 1f(æ)|} 

= |k|sup{lf@l} = 1kl li 

et [N;] est vérifié. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

DISTANCES 

31. Soit 8 (X, Ÿ) l’ensemble des applications bornées d’un ensemble X arbitraire dans un espace métrique 

(Y, d). Montrer que l’application e est une distance sur 8 (2): 

e(f,g) = sup {d(f(x),g(x)) : x € X} 

32. Soient repectivement d,,...,d,, des distances sur X,,...,X,,. Montrer que les applications 

suivantes sont des distances sur l’espace produit X = [l,X; : 

d(p, 9) = max {di(as, bi), ..., dm(dm»dm)}s  €(p;9) = di(as, b;) + °°" + dn(@m» Om) 

Ici P=(@y,...1 Em) A = (Dys +. 0m) € À = IL X:. 

33. Soit R*= RU {o, —æ} la droite réelle achevée et soit f:R*—[-—1,1] définie par f(x) — 

x/A+ix)sixER, f(e)=1et f(->)=.-1. Montrer que l’application suivante est une distance 

sur R*:d(x, y) =If@) -fO)l. 
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34. 

35: 

36. 

37. 
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Soit R° l’ensemble des réels positifs, et soit f : R' > R°' une fonction continue telle que (i) f (0) = 0 

(Gi) fx + y) f(x) + f(»), et (Gü) x < y implique f (x) < f (y). Montrer que si d est une distance 

sur un ensemble quelconque X, l’application composé f o d est également une distance sur X. 

Soit o une pseudo-métrique définie sur un ensemble X. Soit — la relation définie sur X par 

a — b ossi po(a,b) =0 

(i) Montrer que — est une relation d’équivalence dans X. 

(äü) Montrer que l'application suivante est une distance sur l’espace quotient X/— = {[a]:a€X di 

d ([e], [b]) = p (a, b). Ici [a] désigne la classe d'équivalence de a € X. 

Soit R [0, 1] l’ensembles des fonctions intégrables (au sens de Riemann) définies sur [0, 1]. Montrer 

que l’application suivante est une pseudo-métrique sur R[0, 1]: 
1 

e(f,g) =: f (f(x) — g(x)| dx 
0 

Démontrer sur un contre-exemple que p n’est pas une distance. 

Montrer qu’une application d est une distance sur un ensemble X ssi elle vérifie les deux conditions 

suivantes : 

(i) da, b)=0Ossia = b ; (ü) d (a, c) <d (a, b) + d (c, b) 

DISTANCE DE DEUX ENSEMBLES, DIAMETRE 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

Donner un exemple de deux fermés À et B de R tels que 
d(A,B) = 0 mais ANnB=0Q 

Soit d une distance définie sur X. Montrer que pour toutes parties 4, B C X : 

(i) d(AUB) < d(A) + d(B) + d(A,B) et (ii) d(À) = d(A). 

Soit d une distance définie sur X et soit À une partie arbitraire de X. Montrer que l’application 

f:X > R définie par f (x) = d (x, A)est continue. 

Considérons l’application d : R? + R définie par d ({a, b)) = |a — b | (c’est-à-dire la distance usuelle 
de R). Montrer que d est continue pour les topologies usuelles de la droite R et du plan R?. 

Soit À une partie quelconque d’un espace métrique X. Montrer que d (A) = d (A). 

TOPOLOGIE INDUITE PAR UNE DISTANCE 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

Soit (4, d) un sous-espace métrique de (X, d). Montrer que (4, d) est également un sous-espace topo- 

logique de (X, d), c’est-à-dire la restriction de d à À définit la topologie induite sur A. 

Démontrer que si l’espace topologique (X, T) est homéomorphe à un espace métrique (Y, d), alors 

(X, T ) est métrisable. 

{ 

Démontrer le théorème 8.10 : Si (X, d) est isométrique à (Y, e), alors (X, d) est également homéo- 

morphe à (Y, e). 

Donner un exemple montrant que l’adhérence d’une boule ouverte 

; . : S(p,5) — {x: d(p,x) < 5} 
n’est pas nécessairement “la boule fermée”? 

S(p,5) = {x: d(p,x) < 5} 

Montrer qu’une boule fermée S (p, 5) = {x : d (p, x) < 8 }est un fermé. 

Démontrer que la suite (a,, a,, ...) converge vers le point p de l’espace métrique X si et seulement si 
la suite des nombres réels (d (a,, p), d (a,, p), . . .) converge vers OER c’est-à-dire lim 4, CDR SRI 
lim d (a, p) = 0 
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49. Démontrer que si lim a, = p et lim b,, — q dans un espace métrique X, alors la suite de nombres réels 

(d (a, b,), d(a,, b,),. ..) converge vers d (p, 4) ER, c’est-à-dire lim d (a, b,) = d (ima,,, lim be); 

DISTANCES EQUIVALENTES 

50. Soit d une distance définie sur X. Démontrer que la distance suivante est équivalente à d : e (a, b) — 

min {1,4 (a, b)}. 

é ï d (a, b) 
51. Soit d une distance sur X. Montrer que la distance suivante est équivalente à d : e (a, b)= —— 

14: (G,1b) 

S 2: Soient d et e deux distances sur X. Supposons que 1%, k£'ER tels que, pour tout a, bE X, 

d(a,b) = ke(a,b) et e(a,b) <= k'd(a, b) 

Montrer que d et e sont des distances équivalentes. 

ESPACE EUCLIDIEN DE DIMENSION m", ESPACE DE HILBERT 

53. Soient p, — (di, 432, -.., Dan Do = (of Uno dom ),... des points de l’espace euclidien de 

dimension m. Monter que p,, > q UD Date bn? si et seulement si pour &k=1,...,m 

\@pn, rés Gags ee .) converge vers b, ; c’est-à-dire ssi la projection (y (P,)) converge vers ny (4) 

dans chaque espace coordonnée. 

54. Monter que si G est un ouvert d’un espace de Hilbert H, alors 3 p = (a, )EGtelquea, À 0. 

55. Soit H* le sous-espace propre de l’espace de Hilbert H comprenant les points de H dont la première 

coordonnée est nulle. (i) Montrer que H* est fermé. (ii) Montrer que H* est non dense ou rare dans 

H, c’est-à-dire int (H*) = @. 

56. SOIRt D, — (Gps d12> ), Pa = (dj, 432, : - -),. . . des points de R°” et supposons que la suite des 

nombres réels (7, (p,)) = (ag; dx» Ag, - - - ) converge vers b, € R pour tout kEN. 

(i) Montrer que qg =(b,,b,,...) appartient à R:: 

(ii) Montrer que la suite (p,, P,,...) converge vers q. 

CUBE DE HILBERT 
, 1 

57. L'ensemble I des suites réelles (a,, &,,...) telles que 0 <a, <—pourtoutn € N est appelé le cube. 

de Hilbert. . 

(i) Montrer que I est une partie de R”. 

(ii) Montrer que I est un fermé borné de R°. 

ESPACES NORMES 

58. Soit 8 (X, R) l’ensemble des applications réelles bornées f : X > R définies sur un ensemble non vide 

X. Montrer que ||f || = sup {|f(x)| : x € X'}est une norme sur 3 (X, R). 

59. Deux normes ||...1l, et Il...1l,, définies sur un espace vectoriel X sont équivalentes ssi elles indui- 

sent sur X des distances équivalentes, c’est-à-dire ssi elles déterminent sur X la même topologie. 

Montrer que ||...{l, est équivalente à ||...1]l, si et seulement si 34,,a,, b,, b, ER tels que pour 

ex RE alles < elle < Gill et œllelle < llelh < bollélle 

60. Soient ||... || la norme euclidienne et soit d la distance euclidienne induite par celle-ci sur le plan R°?. 

Considérons l’application e définie par 

oo ne +llal si Ill # lil 
; d(p, q) si [pl =|lgll 

(i) Montrer que e est une distance sur R?. 

(ii) Déterminer une boule ouverte dans l’espace métrique (R7: e). 

1 2 

61. Montrer que ||f|| = f lf(x)| dx est une norme sur C [0,1]. 
0 
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62. 

36. 

38. 

46. 

58. 

60. 

61. 

Chapitre 8/Espaces métriques et normés 

Soit X un espace normé. Montrer que l’application f : X > R définie par f(x) =|Ixi} est continue. 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

La fonction f : [0, 1] > R définie par 
à: 1 si x =0 

RAC : si 0<æ<1 

est intégrable (au sens de Riemann), c’est-à-dire appartient à ® (0, 1). La fonction nulle g :{[0,1]>R, 

c’est-à-dire g (x) = O0 pour tout x E[0, 1] appartient également à R [0, 1]. Or p (, g) — 0 et [ F&. 

Ainsi p n’est pas une distance puisqu’elle ne vérifie pas [M él: 

Prenons À = {2,3,4,5,...} et  B = {24,384, 44, ...}. 

Soit d la distance triviale sur un ensemble X contenant plus d’un point. Alors pour tout pE X, 

S(p,1) = {x:d(p,x)<1} = {r} 

S(p, 1) {æ: d(p,x)<1} = X 

Or d induit la topologie discrète sur X et donc toute partie de X est à la fois ouverte et fermée. Ainsi 

Sp,1) = {p) = {»} “ S(p,1) 

il 

Indication. La démonstration est semblable à celle du problème 30. 

(ii) Si ||pil 26, alors S (p, 6) est un arc du cercle {x : [xl = [lp 11}. Sillp || <, alors S (p, ô) est 
formée des points intérieurs au cercle {x : ||x|| = ô — ||p||}et des points situés sur un arc du cercle 

&:llxl = lp} 

S(p, 8) 

Hpil = 8 Ipl| < & 

1 1 

W+ol = f Vetowié < Î (fe + lot) de 
0 0 

Il 
1 1 1 

[tre ae + [lot de = A + lol 
0 0 
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CHAPITRE 9 

Dénombrabilité 

ESPACES VERIFIANT LE PREMIER AXIOME DE DENOMBRABILITE 

On appelle ainsi un espace topologique X vérifiant l’axiome suivant, dit premier axiome de 

dénombrabilité. 

[C,] Pour tout point p € X il existe un ensemble au plus dénombrable B, d’ouverts conte- 

nant p, tel que tout ouvert G contenant p contient un élément de B,. 

En d’autres termes, un espace topologique X vérifie le premier axiome de dénombrabilité 

ssi il existe une base locale dénombrable en tout point p € X. Remarquons que [C,] est une 

propriété locale d’un espace topologique X, c’est-à-dire il ne dépend que des propriétés de voi- 
sinages arbitraires du point p € X. 

Exemple 1.1: Soit X-un espace métrique et soit p € X. On rappelle que la famille dénombrable de 

boules ouvertes {S(p,1),S(p, 3), S(p, 2 ...} de centre p est une base locale en p. 

Ainsi tout espace métrique vérifie le premier axiome de dénombrabilité. 

Exemple 1.2 : . Soit X un espace discret quelconque. A présent le singleton {p } est ouvert et est contenu 

dans tout ouvert G contenant p € X. Ainsi tout espace discret vérifie [C, ]. 

Les espaces vérifiant le premier axiome de dénombrabilité possèdent la propriété suivante, 

laquelle a d’ailleurs été démontrée dans le cas particulier de la droite réelle R. 

Théorème 9.1: Une application définie sur un espace X vérifiant le premier axiome de dé- 

nombrabilité est continue en p € X ssi et seulement si elle est séquentielle- 

ment continue en D. 

En d’autres termes, si X vérifie [C, ], alors f : X > Y est continue en p € X ssi pour toute 

suite (a,) convergeant vers p dans X, la suite (f(a,)) converge vers f (p) dans Y, c’est-à-dire, 

a, > p implique f(a,) > f(p) 

Remarque : Soit 8, une base locale au plus dénombrable au point p € X. Alors nous pouvons 

indexer les éléments de æ, par N, c’est-à-dire on peut écrire B, — {B;,B,,...}. 

(On autorisera les répétitions dans le cas où ‘B» est fini.) Si, de plus, 

B, >B, >B, >:::;alors on appelle a, une base locale emboîtée en p. Nous 

allons montrer dans un des problèmes résolus qu’on peut toujours construire une 

base locale emboîtée à partir d’une base locale au plus dénombrable. 

ESPACES VERIFIANT LE DEUXIEME AXIOME DE DENOMBRABILITE 

On appelle ainsi un espace topologique (X,T) vérifiant l’axiome suivant, dit deuxième 

axiome de dénombrabilité. 

[C,]  Ilexiste une base au plus dénombrable 8 pour la topologie T._ 

Remarquons que le deuxième axiome de dénombrabilité est une propriété globale plutôt 

que locale d’un espace topologique. 
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Exemple 2.1 : L'ensemble 8 des intervalles ouverts (a, b) d’extrémités rationnelles, c’est-à-dire 

a, bEQ, est au plus dénombrable et est une base pour la topologie usuelle de la 

droite réelle R. Ainsi R est un espace vérifiant le deuxième axiome de dénombrabilité, 

c’est-à-dire R vérifie [C, ]. 

Exemple 2.2 : Considérons la topologie discrete D sur la droite réelle R. On rappelle qu’une famille 3 

est une base pour la topologie discrète si et seulement si elle contient les singletons. 

Or R, et donc l’ensemble des singletons {p} de R, est non dénombrable. Ainsi (R,2) ne 

vérifie pas le deuxième axiome de dénombrabilité. 

A présent, si 8 est une base au plus dénombrable d’un espace X et si B, est formé des élé- 

ments de @ contenant le point p € X, alors , est une base locale au plus dénombrable en p. 

En d’autres termes, 

Proposition 9.2 : Un espace vérifiant le deuxième axiome de dénombrabilité vérifie également 

le premier axiome de dénombrabilité. 

Par contre, la droite réelle R munie de la topologie discrète ne vérifie pas [C, ] d’après 

l'exemple 2.2, mais vérifie [C,] d’après l'exemple 1.2. Ainsi on voit que la réciproque de la pro- 

position 9.2 n’est pas vraie. 

THEOREMES DE LINDELOF 

Il est commode d'introduire la terminologie suivante. Soit À € X et soit 4 une famille de 

parties de X telle que 
A C U{ÆE:EEc A) 

Alors cA s’appelle un recouvrement de À et on dit que cArecouvre A. Si chaque élément decA est 

un ouvert de X, alors 4 s’appelle un recouvrement ouvert de A. De plus, si °4 contient une 

sous-famille au plus dénombrable (ou finie) qui est également un recouvrement de À, alors on 

dit qu’on peut extraire de <4 un recouvrement dénombrable (ou fini) ou que cA contient un 

sous-recouvrement au plus dénombrable (ou fini). 

Les traits marquants relatifs aux espaces vérifiant le deuxième axiome de dénombrabilité 

sont contenus dans les deux théorèmes suivants dus à Lindelôf : 

Théorème 9.3: Soit À une partie quelconque d’un espace X vérifiant le deuxième axiome de 

dénombrabilité. Alors, de tout recouvrement ouvert de À, on peut extraire 
un sous-recouvrement au plus dénombrable. 

Théorème 9.4 : Soit X un espace vérifiant le deuxième axiome de dénombrabilité, alors de 

toute base B de X on peut extraire une base au plus dénombrable de X. 

Le théorème précédent permet de motiver la définition d’un espace de Lindelôf. Un espace 
topologique X est appelé un espace de Lindelôf si de tout recouvrement ouvert de X on peut 

extraire un sous-recouvrement au plus dénombrable. Ainsi tout espace vérifiant le deuxième 

axiome de dénombrabilité est un espace de Lindelôf. 

ESPACES SEPARABLES 

Un espace topologique X est dit séparable s’il vérifie l’axiome suivant. 

[S] ZX contient une partie au plus dénombrable dense. 

En d’autres termes, X est séparable ssi il existe une partie finie ou dénombrable À de X 

telle que l’adhérence de À est l’espace tout entier, c’est-à-dire À = X. 

Exemple 3.1: La droite réelle R munie de la topologie usuelle est un espace séparable puisque l’en- 

semble Q des nombres rationnels est dénombrable et dense dans R, c’est-à-dire Q=R. 
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Exemple 3.2 : Considérons la droite réelle R munie de la topologie discrète D. On rappelle que toute 

partie de R est à la fois ouverte pour D et fermée pour ; ainsi la seule partie de R qui 

soit dense pour 2 dans R est R elle même. Mais R n’est pas un ensemble dénombrable ; 

ainsi (R, D) n’est pas un espace séparable. 

Nous allons à présent montrer que tout espace vérifiant le deuxième axiome de dénombra- 

bilité est également séparable. A savoir, 

Proposition 9.5 : Si X vérifie le deuxième axiome de dénombrabilité, alors X est séparable. 

La droite réelle R munie de la topologie engendrée par les intervalles semi-ouvertes [a, b) 

est un exemple classique d’espace séparable ne vérifiant pas le deuxième axiome de dénombra- 

bilité. Ainsi la réciproque de la proposition précédente n’est pas vraie en général. On a cepen- 

dant le cas particulier suivant. 

Théorème 9.6 : Tout espace métrique séparable vérifie le deuxième axiome de dénombrabi- 

lité. 

Exemple 3.3: Soit C[0, 1] l’espace vectoriel des fonctions continues sur l'intervalle fermé [0, 1] muni 

de la norme définie par 

fl = sup{lf(x)| : 0 < x <1} 

D’après le théorème d’approximation de Weierstrass, pour toute fonction fE C[0,1]et 

tout e > 0, il existe un polynôme p à coefficients rationnels tel que 

If—pll<e c'est-à-dire |f(x) —p(x)|<e pourtout x € [0,1] 

Ainsi l’ensemble ® de tous les polynômes de ce type est dense dans C[0, 1]. Or æ est 

un ensemble dénombrable ; ainsi C[0, 1] est séparable et, d’après le théorème 9.6, vérifie 

le deuxième axiome de dénombrabilité. 

Dans notre dernier exemple nous allons montrer qu’une espace métrique n’est pas nécessai- 

rement séparable. 

Exemple 3.4 : Considérons la distance e définie dans le plan R? 

ces {io + lai si llpll # lai 
. d(p, 9) si [pl = |lall 

où ||: --|| désigne la norme euclidienne de R?etd 

la distance usuelle induite par cette norme (voir 

le problème 60, chapitre 8). 

Rappelons que si p # (0,0) et si ô < Ip, 
alors la boule ouverte pour e, S(p, ô) n’est formée 

que des points sur le cercle 

P = {e:llell =|lpil} 

et donc p ne peut être un point d’accumulation 

d’une partie À © R? que si À contient des points 

du cercle P. Or il y a une infinité non dénombrable 

de cercles de centre (0, 0), ainsi 4 C R? ne peut 

être dense dans R° que si elle est non dénom- 

brable. Ainsi l’espace métrique (R?,e) n’est pas 

séparable. | 

PROPRIETES HEREDITAIRES 

Une propriété P d’un espace topologique X est dite héréditaire ssi tout sous-espace de X 

possède également cette propriété P. Nous allons montrer que tout sous-espace d’un espace véri- 

fiant le deuxième axiome de dénombrabilité vérifie cet axiome et que, tout sous-espace d’un 

espace vérifiant le premier axiome de dénombrabilité, vérifie aussi cet axiome. En d’autres 

termes, les propriétés [C, ] et [C, ] sont toutes les deux héréditaires. Par contre, nous montre- 
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rons sur un contre-exemple qu’un sous-espace d’un espace ri n’est pas nécessairement 

séparable, c’est-à-dire que la séparabilité n’est pas héréditaire. 

Nous concluons par le schéma suivant, qui donne les seules relations existant entre les trois 

axiomes de ce chapitre : 

séparable <— vérifiant le deuxième axiome de dénombrabilité 

— vérifiant le premier axiome de dénombrabilité 

Ici la flèche désigne l’implication ainsi qu’on l’a énoncé dans les propositions 9.2 et 9.5. 

PROBLEMES RESOLUS 

ESPACES VERIFIANT LE PREMIER AXIOME DE DENOMBRABILITE 

LS Montrer que tout sous-espace (Ÿ, T,) d’un espace vérifiant le premier axiome de 
dénombrabilité vérifie également cet axiome. 

Solution : 

Soit p € Y. Puisque Y C X,p € X. Par hypothèse, (X, T) vérifie le premier axiome de dénombra- 
bilité, donc 3 une base locale pour T'au plus dénombrable 3, = = (b; :n EN}en p. D’après un pro- 

blème précédent, B = {YNB, : n EN} est une base pe pour T en p. Puisque Be est au plus 

dénombrable, (Y, T Dent [C1 

2. Soit B, = {G;,,G;,,...} une base locale au plus dénombrable en p € X. Montrer que : 

(i) Il existe une base locale en p emboîtée. 

(ii) Si X vérifie [C, ] alors il existe une base locale emboîtée, en tout p € X. 

Solution : 

(i) Posons B; = G;, B — G; n G», ….. B° = G; Arereer Gy 

Alors B, > B, D ...et chaque B, est un ouvert et contient p. De plus, si G est un ouvert conte- 
al 

DARR Pr A Im € N tel que By € Gny € G 

Par conséquent, {B,,B;,,...} est une base locale en p, emboîtée. 

(ü) Si X vérifie [C,] et sip € X, alors 4 une base locale en p au plus dénombrable d’après [C, ] et, 

d’après (i), il existe une base locale emboîtée, en p. 

3. Soit B, = {B,,B,,...} une base locale en p € X, emboîtée, et soit (a,, &, ,...)une 
suite telle que a, E B,,a; € B,,... . Montrer que (a, ) converge vers p. 

Solution : 

Soit G un ouvert contenant p. Puisque PB, est une base locale en p, . 

In € N tel que Br cG 

Or 3, est emboîtée ; ainsi n > n, implique a, € Bno C G,et donca, > p. 

4, Soit T la topologie cofinie de la droite réelle R. c’est-à-dire 7 contient Q® et les complé- 
mentaires des parties finies. Montrer que (R,T) ne vérifie pas le premier axiome de dé- 
nombrabilité. 

Solution : 

DR que (R,T) vérifie [C,]. Alors 1 € R possède une base locale au plus dénombrable 
B, = {B,:nEN}. Puisque chaque B, est un ouvert pour T, son complémentaire B* est fermé 
pour T et dote fini. Par conséquent, À = U tbe n € N'} est une réunion au plus dénombrable d’en- 
sembles finis et est donc au plus dénombrable. Or R n’est pas dénombrable ; ainsi il existe un point 
p € R différent de 1 qui n’appartient pas à À, c’est-à-dire p € A°. 
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A présent, d’après les lois de De Morgan, nous avons 

pEeAc = (U{B:nEN} = N{BS:nEN} = N{B,:nEN} 

Ainsi p € B, pour tout n € N. Par ailleurs, {p }° est un ouvert pour T puisque c’est le complémentaire 

d’un ensemble fini, et {p}° contient 1 puisque p est différent de 1. Puisque B; est une base locale, il 

existe un élément B%9 € B,vtelque B, C {p }. Ainsi p € Bno Maïs ceci contredit l’assertion que 

p € B, pour tout n € N. Par conséquent, l’hypothèse initiale que (R, T) vérifie le premier axiome de 

dénombrabilité est fausse. 

Démontrer le théorème 9.1 : Soit X un espace vérifiant le premier axiome de dénombra- 

bilité. Alors f : X > Y est continue en p € X si et seulement si elle est séquentiellement 

continue en D. 

Solution : 

I1 suffit de montrer que si f est séquentiellement continue en p alors f est continue en p puisque 

la réciproque a été démontrée pour un espace topologique arbitraire. Nous allons en fait démontrer 

l’assertion contraposée : Si f n’est pas continue en p alors f n’est pas séquentiellement continue en p. 

Soit B, = {B,,B,...} une base locale en p, emboîtée, et supposons que f ne soit pas continue 

en p. Alors il existe un ouvert A de Y tel que 

f(p)EH mais PLU pourtout n€N 

Ainsi pour toutn EN, 

32,€28, telque : 4, €f I[H] cequiimplique f(a,) € H 

A présent d’après un problème précédent, la suite (a,,) converge vers p ; mais la suite (f(a,,)) ne 

converge pas vers f(p), puisque l’ouvert H contenant f (p) ne contient aucun des termes de la suite. Par 

conséquent, f n’est pas séquentiellement continue en p. 

ESPACES VERIFIANT LE DEUXIEME AXIOME DE DENOMBRABILITE 

6. Montrer que le plan R°?, munie de la topologie usuelle, vérifie le deuxième axiome de dé- 

_nombrabilité. 

Solution : 

Soit æ l’ensemble des disques ouverts de R? de rayon rationnel et de centre à coordonnées ration- 

nelles. Alors est un ensemble dénombrable et, de plus, est une base de la topologie usuelle de R°. 

Ainsi R? est un espace vérifiant le deuxième axiome de dénombrabilité. 

Montrer que tout sous-espace d’un espace vérifiant le deuxième axiome de dénombrabi- 

bilité vérifie cet axiome. 

Solution : 

Soit 3 = {B,:n EN} une base au plus dénombrable de l’espace X vérifiant le deuxième 

axiome de dénombrabilité, et soit Ÿ un sous-espace de X. D’après un problème précédent, 

Di {Y NB, : n EN}est une base de Y. Puisque 2, est au plus dénombrable, Y vérifie [C,]. 

Démontrer le théorème (de Lindelôf) 9.8 : Soit À une partie quelconque d’un espace 

X vérifiant le deuxième axiome de dénombrabilité. Si Ç est un recouvrement ouvert de 

À, alors on peut extraire de Gun sous-recouvrement au plus dénombrable. 

Solution : 

Soit B une base au plus dénombrable de X. Puisque ACU{G:GE G}, peut tout pE À, 

1G, EG telquepE C,. Puisque 8 est une base de X, pour tout p € À, 

3B,EB  telque pEB CG 
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Ainsi A CU{B, :p€ A}.Or {B8,:DEA}CS, donc est au plus dénombrable ; ainsi 

{B, Sp CEA) = 4B,ImEN) 

où ! est un ensemble au plus dénombrable d’indices. Pour chaque n € N choisissons un ensemble 

G, € Gtelque B, C G,. Alors 

ANCOUNB EMENMe U{G,:nEN} 

et donc {G,:nEN } est un sous-recouvrement au plus dénombrable extrait de Gç. 

Démontrer le théorème (de Lindelôf) 9.4 : Soit G une base d’un espace X vérifiant le 
deuxième axiome de dénombrabilité. Alors, on peut extraire de G une base au plus 
dénombrable de X. 

Solution : 

Puisque X vérifie le deuxième axiome de dénombrabilité, X a une base au plus dénombrable 

B = {B, : n EN}. Puisque G est également une base de X, pour chaque nr E N, 

B, "= "U{G:GE6G,} Vavec GG CG 

Ainsi G, est un recouvrement ouvert de B, et, d’après le théorème précédent, on peut en extraire 

un sous-recouvrement a plus dénombrable gx, c’est-à-dire, pour chaque n € N, 

B, = U{G:GEG*} avec GrCG et G* au plus dénombrable 

Or Gr GC GeC ren 

est une base de X puisque 8 en est une. De plus, G* CG et G* est au plus dénombrable. 

SEPARABILITE 

10. 

11. 

12. 

Soit T la topologie cofinie sur un ensemble quelconque X. Montrer que (X, T) est sé- 
parable, c’est-à-dire contient un sous-ensemble dense au plus dénombrable. 

Solution : 

Si X est lui-même au plus dénombrable, il est clair que X est un sous-ensemble dense de (X, T). 

Maintenant supposons que X ne soit pas au plus dénombrable. Alors X contient un sous-ensemble 

A dénombrable. Rappelons que les ensembles fermés pour T sont les ensembles finis et X ; ainsi 

d’adhérence de l’ensemble infini À est égale à l’espace tout entier X, c’est-à-dire À = X. Or À est 

dénombrable ; ainsi (X, T ) est séparable. 

Montrer qu’un espace discret X est séparable si et seulement si X est au plus dénom- 
brable. 

Solution : 

Rappelons que toute partie d’un espace discret X est à la fois ouverte et fermée. Ainsi le seul sous- 
ensemble dense de X est X lui-même. Ainsi X contient un sous-ensemble dense au plus dénombrable ssi 
X est au plus dénombrable, c’est-à-dire X est séparable ssi X est au plus dénombrable. 

Démontrer la proposition 9.5 : Si X vérifie le deuxième axiome de dénombrabilité, alors 
X est séparable. 

Solution : 

Puisque X vérifie [C, ], X a une base au plus dénombrable 8 = {B, : n € N}. Pour chaque nr EN, 

choisissons un point a, € B,. Alors l’ensemble À = {a, : n € N } est également au plus dénombrable. 

Nous allons montrer que À = X ou, ce qui revient au même, que chaque point p € 4°, complémen- 

taire de À, est un point d’accumulation de À. 

Soit G un ouvert contenant p. Alors G contient au moins un ensemble B, €‘B. Ainsi 
2 . # 0 0 

4h0 Œ Br, C G. A présent 40 est différent de p puisque p Æ A° et que 40 € A. Par conséquent, 

p est un point d’accumulation de À puisque tout ouvert G contenant p contient également un point 
de À différent de p. 
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14. 

15. 
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Soit T la topologie du plan R? engendrée par les rectangles semi-ouverts 

fa, 0) Xefe, dj: = (x, 9) : a<x<b,c<y< d} 

Montrer que (R?, T) est séparable. 

Solution : 

Il existe toujours des nombres rationnels x, et y, tels quea < x, <betc <y5 < d, ainsi le rec- 

tangle ouvert ci-dessus contient le point p = (x,, y) de coordonnées rationnelles. Ainsi l’ensemble 

A = Q x Q formé des points de R? de coordonnées rationnelles est dense dans R?. Mais À est un en- 

semble dénombrable ; ainsi (R? , T) est séparable. 

Montrer sur un contre-exemple qu’un sous-espace d’un espace séparable n’est pas néces- 
sairement séparable, c’est-à-dire que la séparabilité n’est pas une propriété héréditaire. 

Solution : 

Considérons l’espace topologique séparable (KR 7) 

du problème précédent. Rappelons (voir problème 25 du 

chapitre 6) que la topologie induite T y Sur la droite 

Y = {(x, y) : x + y = 0} est la topologie discrète puisque 
chaque singleton {p} de Y est ouvert pour T..Or un espace 

infini non dénombrable discret n’est pas séparable. Ainsi la 

séparabilité de (R?, T) n’est pas héritée par le sous-espace 
SRE S(a, 5) 

Soit S (p, €) une boule ouverte d’un espace métrique 
X et soit d(p, a) < À e.Montrerquesi+ e <ô << €, 
alors 

p € S(a, ô) os S(p, ) 

Solution : 

d(p, a) < + e < 6, donc p € S(a, Ô). Par conséquent, 

nous n’avons plus qu’à montrer que S(a, à) © S(p, e). 

Soit x € S (a, Ô). Alors d (a, x) < 6 et, d’après l’inégalité triangulaire, 

d(p,x) < d(p,a) + d(a,x) < &e+ô < &e+%e = € 

Ainsi x € S(p, €), soit S (a, Ô) C S(p, €). 

Démontrer le théorème 9.6 : Soit X un espace métrique séparable. Alors X vérifie [C, |, 

c’est-à-dire X contient une base dénombrable. 

Solution : 

Puisque X est séparable, X contient un sous-ensemble dense À au plus dénombrable. Soit a l’en- 

semble des boules ouvertes de centre appartenant à 4 et de rayon rationnel, c’est-à-dire 

PI MAS (to) ide A 0e 0) 

Notons que 8 est un ensemble au plus dénombrable. Nous disons que B est une base pour la topologie 

de X, c’est-à-dire pour tout ouvert G C X et tout pointp € G, 

1 S(a, 5) € B tel que p E S(a, 5) C G 

Puisque p € G, 4 une boule ouverte S(p,e) de centre p telle que p € S(p, €) € G. Puisque À 

est dense dans Y, 
3 «€ À tel que d(p, ao) < +e 

Soit ô, un nombre rationnel tel que + ESS £ e. Alors, d’après le problème précédent, 

p € Sy 80) € S(p,e) C G 

Or S(a5, 00) € B,et donc 8 est une base au plus dénombrable pour la topologie de X. 
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES | 

ESPACES VERIFIANT LE PREMIER AXIOME DE DENOMBRABILITE 

17. Montrer que la propriété de vérifier le premier axiome de dénombrabilité est une propriété topologique. 

18. SONDE TDi Do .} une base locale en pE X, emboîtée. Montrer que toute sous-suite 

(Bi, ; B;,, ...} de 8, est également une base locale en p, emboîtée. 

19. Soit T la topologie de la droite réelle R, engendrée par les intervalles semi-ouverts [a, b). Montrer que 

(R, T) vérifie [C, ] en exhibant une base locale au plus dénombrable, en tout point p € KR. 

20. Soit T la topologie du plan R? , engendrée par les rectangles semi-ouverts 

[a,b) X [e,d)_ = {&,yia<x<b,c=<y<d; 

Montrer que (R?,T ) vérifie [C,] en exhibant une base locale au plus dénombrable, en tout point 

PE R?. 

Pl Soit T et T* deux topologie sur X,T étant moins fine que T*, c’est-à-dire T C T*. 

(i) Montrer que (X, T*) peut vérifier le premier axiome de dénombrabilité sans que (X, T) le fasse. 

(äi) Montrer que (X, T) peut vérifier le premier axiome de dénombrabilité sans que (X, T*) le fasse. 

ESPACES VERIFIANT LE DEUXIEME AXIOME DE DENOMBRABILITE 

22. Montrer que la propriété consistant à vérifier le deuxième axiome de dénombrabilité est une propriété 

topologique. 

229; Montrer que si X a une sous-base au plus dénombrable, alors X vérifie [C, ]. 

24. Exhiber une base au plus dénombrable pour l’espace euclidien de dimension m. < 

25. Soit c4 une famille quelconque d’ouverts disjoints d’un espace X vérifiant le deuxième axiome de dé- 

nombrabilité. Montrer que e4 est une famille dénombrable. 

26. Soit À un sous-ensemble non dénombrable d’un espace X vérifiant le deuxième axiome de dénombra- 

bilité. Montrer que À a au moins un point d’accumulation. 

27 Soit T la topologie de la droite réelle R engendrée par les intervalles semi-ouverts [a, b). Montrer que 

(R, T) ne vérifie pas [C, |. 

28. Montrer que l’espace /, (l’espace de Hilbert) vérifie le deuxième axiome de dénombrabilité. 

ESPACES SEPARABLES 

29. Montrer que la propriété d’être séparable est une propriété topologique. 

30. Montrer que l’espace euclidien de dimension m est séparable. 

31. Montrer que l’espace /, (l’espace de Hilbert) est séparable. 

32: Soit T la topologie de la droite réelle R engendrée par les intervalles semi-ouverts [a, b), montrer que 

(R, T}) est séparable. 

33. Soient T et T* deux topologies de X, telles que T soit moins fine que T*, c’est-à-dire T C T*. 

(i) Montrer que si (X, T*) est séparable, alors (X,T ) est également séparable. 

(ii) Montrer sur un contre-exemple que la réciproque de (i) n’est pas vraie. 



34. 
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Soit C[0, 1] l’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] de norme 

AL = ik \f(æ)| de 
Montrer que C[0, 1] est séparable et vérifie donc le deuxième axiome de dénombrabilité. 

ESPACES DE LINDELOF 

35. 

36. 

27: 

38. 

Montrer que l’image par une application continue d’un espace de Lindelôf est également un espace 

de Lindelôf. 

Soit À une partie fermée d’un espace de Lindelôf X. Montrer que À, munie de la topologie induite, est 

également un espace de Lindelôf. 

Montrer qu’un espace discret X est un espace de Lindelôf si et seulement si X est un espace au plus dé- 

nombrable. 

Soit T la topologie du plan R? engendrée par les rectangles semi-ouverts 

fab) X[e,d) = {Key}: a<x<b,c=y<d}; 

Rappelons (voir le problème 11) que T induit la topologie discrète sur la droite Y = {(x,yD:x+y=1}. 
Montrer que (R?, T) n’est pas un espace de Lindelôf et qu’ainsi (R? , T ) est un espace séparable véri- 

fiant le premier axiome de dénombrabilité qui ne vérifie pas le deuxième axiome de dénombrabilité. 



CHAPITRE 10 

Axiomes de séparation 

INTRODUCTION 

Plusieurs propriétés d’un espace topologique X dépendent de la distribution des ouverts 

dans l’espace. En gros, un espace a plus de chance d’être séparable, ou de vérifier le premier ou 

le deuxième axiome de dénombrabilité, s’il y a ‘“‘peu” d’ouverts ; d’autre part, une application 

arbitraire de X dans un espace topologique quelconque a plus de chance d’être continue ou une 

suite d’avoir une limite unique si l’espace a “beaucoup” d’ouverts. 

Les axiomes de séparation d’Alexandroff et de Hopf, étudiés dans ce chapitre, postulent 

l’existence de “‘suffisamment” d’ouverts. 

ESPACES T, 
Un espace topologique X est dit espace T, ssi il vérifie l’axiome suivant : 

[T,] Etant donnés deux points distincts a, b € X, chacun appartient à un ouvert qui ne 

contient pas l’autre. 

En d’autres termes, il existe deux ouverts G et H tels que 

de Gb GG et, DE Ha EH 

Les ouverts G et H-ne sont pas nécessairement disjoints. 

Notre prochain théorème donne une caractérisation très simple des espaces T.. 

Théorème 10.1 : Un espace topologique X est un espace T, si et seulement si tout singleton 
{p} de X est fermé. 

Puisque les réunions finies de fermés sont des fermés, le théorème ci-dessous implique le : 

Corollaire 10.2 : (X,T) est un espace T, si et seulement si T contient la topologie cofinie 

sur X. 

Exemple 1.1 : Tout espace métrique X est un espace T, puisque nous avons démontré que les sous- 

ensembles finis de X sont des fermés. 

Exemple 1.2 : Considérons la topologie T = {X,@, {a}} sur l’ensemble X = {a, b}. Remarquons 
que X est le seul ouvert contenant b, mais il contient également a. Ainsi (X, T) ne vérifie 

pas [T,], c’est-à-dire (X,T) n’est pas un espace T,. Notons que le singleton {a} n’est 

pas fermé puisque son complémentaire {a}° = {b} n’est pas ouvert. 

Exemple 1.3 : La topologie cofinie sur X est la topologie la moins fine sur X pour laquelle (X, T ) est 

un espace T, (corollaire 10.2). Ainsi la topologie cofinie est également appelée la topo- 

logie T;. 

ESPACES SEPARES OÙ DE HAUSDORFF 

Un espace topologique X est un espace séparé ou de Hausdorff ou espace T, , ssi il vérifie 
l’axiome suivant : 
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[T,] Deux points distincts a, b € X appartiennent respectivement à deux ouverts disjoints. 

En d’autres termes, il existe deux ouverts G et H tels que 

deCH0S Het, GTH= O 

Remarquons qu’un espace séparé est toujours un espace T,. 

Exemple 2.1 : Nous allons montrer que tout espace métrique X est séparé. 

Soient a, b € X deux points distincts ; ainsi d’après [M,] d (a, b) = e > 0. Consi- 

dérons les boules ouvertes G = S (a, heu SD, Le) centrée respectivement en a 

et b. Nous affirmons que G et H sont disjointes. En effet sip € G NH, alors d (a, p) <+E 

et d(p, b)< + e d’où, d’après l'inégalité triangulaire, 

d(a,b) < d(a,p) + d(p,b) < ke+ke — %e 

Maïs ceci contredit le fait que d (a, b) = €. Ainsi G et H sont disjointes, c’est-à-dire a et b 

appartiennent respectivement aux boules ouvertes disjointes G et H. Par conséquent X est 

un espace séparé. 

Nous allons énoncer formellement le résultat de l’exemple précédent, à savoir : 

Théorème 10.3 : Tout espace métrique est un espace séparé. 

Exemple 2.2 : Soit T la topologie cofinie, c’est-à-dire la topologie T, sur la droite réelle R. Nous allons 

montrer que (R, T) n’est pas séparé. Soient G et H deux ouverts non vides quelconques 

pour q. À présent G et H sont infinis comme complémentaires de parties finies. Si 

GNH=Q, alors G, qui est infini, serait contenu dans le complémentaire de 4 qui est 

fini ; ainsi G et H ne sont pas disjoints. Par conséquent, il n’existe pas deux points distincts 

de R appartenant respectivement à des ouverts de T disjoints. Ainsi un espace T, n’est 

pas nécessairement séparé. 

Comme on l’a noté précédemment une suite (a, ,a,,...) de points d’un espace topolo- 

gique X pouvait en général converger vers plus d’un point de X. Ceci ne peut se produire si X est 

séparé. 

Théorème 10.4 : Si X est un espace topologique séparé, alors toute suite convergente dans X 

a une limite unique. 

La réciproque du théorème ci-dessus n’est vraie que si on ajoute des conditions supplémen- 

taires. 

Théorème 10.5 : Soit X un espace vérifiant le premier axiome de dénombrabilité. Alors X est 

séparé si et seulement si toute suite convergente a une limite unique. 

Remarque : La notion de suite a été étendue à celle de réseau (suite de Moore-Smith) et à 

celle de filtre avec les résultats suivants : 

Théorème 10.4A : X est un espace séparé si et seulement si tout réseau conver- 

gent de X a une limite unique. 

Théorème 10.4B : X est un espace séparé si et seulement si tout filtre conver- 

gent de X a une limite unique. 

Les définitions d’un réseau et d’un filtre ainsi que les démonstrations des théo- 

rèmes ci-dessus dépassent le cadre de cet ouvrage. 

ESPACES REGULIERS 

Un espace topologique X est régulier ssi il vérifie l’axiome suivant : 

[R] Si F est un fermé de X et si p € X n’appartient pas à F, alors il existe deux ouverts dis- 

joints G et H tels que FC Getp € H. 
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Un espace régulier n’est pas nécessairement un espace T, comme on le voit sur l'exemple 
suivant. | ‘ 

Exemple 3.1 : Considerons la topologie T = {X, @, {a}, {b,c}} sur l’ensemble X = {a, b, c}.Remar- 

quons que les fermés de X sont également X,@, {a} et {b, c} et que (X, T) vérifie [R]. 
Par contre, (X, T) n’est pas un espace T , puisqu'il y a des ensembles finis, par exemple 

{b}, qui ne sont pas fermés. 

Un espace régulier X qui vérifie l’axiome de séparation [T, |, c’est-à-dire un espace T, régu- 
lier, est appelé un espace T,. 

Exemple 3.2 : Soit X un espace T,. Alors X est également un espace séparé, c’est-à-dire un espace T,. 

En effet, soient a, b € X deux points distincts. Puisque X est un espace T,, {a} est un 

ensemble fermé ; et, puisque a et b sont distincts, b Æ {a}. Par conséquent, d’après [R|], 

il existe des ouverts disjoints G et H tels que {a}C G et b € H. Ainsi a et b appartiennent 

respectivement à des ouverts G et H disjoints. 

ESPACES NORMAUX 

Un espace topologique X est normal ssi X vérifie l’axiome suivant : 

[N] SiF, et F; sont deux fermés disjoints de X, alors il existe des ouverts disjoints G et H tels 

quF, CGetF, CH. | 

Un espace normal peut également être caractérisé de la manière suivant : 

Théorème 10.6 : Un espace topologique X est normal si et seulement si pour tout fermé F et 
tout ouvert H contenant F il existe un ouvert GtelqueFCGCGCH. 

Exemple 4.1 : Tout espace métrique est normal en vertu du théorème de séparation 8.8. 

Exemple 4.2 : Considérons la topologie? = {X,@, {a}, {b}, {a, b}} sur l’ensemble X = {a, b, c}.Re- 
marquons que les fermés sont X,@, {b,c}, {a, c} et {c}. Si F, et F, sont des fermés 
joints de (X, T), alors l’un d’entre eux, admettons que ce soit F 1; doit être l’ensemble 

vide ®. Ainsi ® et X sont des ouverts disjoints et F, C @, F;, € X. En d’autres termes, 
(X, T) est un espace normal. Par contre, (X, T ) n’est pas un espace T, puisque le single- 
ton {a} n’est pas fermé. En outre (X, T ) n’est pas un espace régulier puisque a € {c}et 
que le seul ouvert contenant le fermé {c} est X qui contient également a. 

Un espace normal X qui vérifie également l’axiome de séparation [T, ], c’est-à-dire un 
espace T, normal, est appelé un espace T,,. 

Exemple 4.3 : Soit X un espace T,. Alors X est également un espace T, régulier, c’est-à-dire un espace 
T;. En effet, supposons que F soit un fermé de X et que p € X n’appartienne pas à F. 
D’après [T,], {p} est fermé ; et puisque F et {p} sont disjoints, d’après [N], il existe 
deux ouverts disjoints G et H tels que F C G et que p € {p} CH. 

À présent un espace métrique est à la fois un espace normal et un espace T, , c’est-à-dire 
un espace T,. Le schéma suivant représente les différents rapports existant entre les espaces étu- 
diés dans ce chapitre. 

Espaces topologiques 

Espaces T, 

Espaces (de Hausdorff) T, 

Espaces T'; (espaces T, réguliers) 

Espaces T, (espaces T, normaux) 

Espaces métriques 
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LEMME D’URYSOHN ET THEOREME DE METRISABILITE 

Suit le résultat classique d’Urysohn. 

Théorème (lemme d’Urysohn) 10.7 : Soient F, et F, deux fermés disjoints d’un espace 

normal ZX. Alors il existe une fonction continue 

f:X [0,1] telle que 

PRENOM er SUCRE tr] 

Une des conséquences importantes du lemme d’Urysohn est une résolution partielle du 

problème de métrisabilité étudié dans le chapitre 8. A savoir, 

Théorème de métrisabilité d’Urysohn 10.8 : Tout espace normal T, vérifiant le deuxième 
axiome de dénombrabilité est métrisable. 

D'ailleurs, nous allons démontrer que tout espace T, normal vérifiant le deuxième axiome 

de dénombrabilité est homéomorphe à une partie du cube de Hilbert dans R°. 

APPLICATIONS SEPARANT LES POINTS 

Soit 4 = {f, :i € I} une famille d’applications d’un ensemble X dans un ensemble Y. La 

famille d’applications c4 est dite séparer les points ssi pour tout couple de points distincts 

a, b € X il existe une application de c4 telle que f(a) Æf(b). 

Exemple 5.1 : Considérons la famille d’applications à valeurs réelles 

A = {fi(x) = sinx, fo(x) = sin 2x, f(x) = sin 3x, ...} 

définies sur R. Remarquons que, pour toute application f, EcA; f, (0) =;f, (x) = 0. Ainsi 

la famille c4 ne sépare pas les points. 

Exemple 5.2 : SoitC (X, R) la famille des applications réelles continues sur un espace topologique X. 

Nous allons montrer que si C(X, R) sépare les points, alors X est un espace séparé. Soient 

a, b E X deux points distincts. Par hypothèse, il existe une application continue f : X > R 

telle que f(a) Æ f(b). Or R est un espace séparé ; ainsi il existe deux ouverts disjoints 

G et H de R contenant respectivement f(a) et f(b). Par conséquent, les images récipro- 

ques f-1[G] et f—! [AH] sont disjointes, ouvertes, et contiennent respectivement a et b. 

En d’autres termes, X est un espace séparé. 

Nous allons énoncer formellement le résultat de l'exemple précédent : 

Proposition 10.9 : Si l’ensemble C (X, R) des applications réelles continues sur un espace topo- 

logique X sépare les points, alors X est un espace séparé. 

ESPACES COMPLETEMENT REGULIERS 

Un espace topologique X est complètement régulier ssi il vérifie l’axiome suivant : 

[CR] SiF est un fermé de X et si p € X n'appartient pas à F, alors il existe une application 

continue f : X —> [0, 1] telle que f(p) = 0 et f[F] = {1}. 

Nous montrerons ultérieurement la 

Proposition 10.10 : Un espace complètement régulier est également régulier. 

Jn espace complètement régulier X qui vérifie également [T, |, c’est-à-dire un espace T!, 

complètement régulier est appelé un espace de Tychonoff. En vertu du lemme d’Urysohn, un 

espace T, est un espace de Tychonoff et, d’après la proposition 10.10, un espace de Tychonoff 

est un espace T,. Ainsi un espace de Tychonoff, c’est-à-dire un espace T; complètement regu- 

lier, est quelquefois appelé un espace Tip: 
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Une propriété importante des espaces de Tychonoff est la suivante : 

Théorème 10.11 : L'ensemble C(X, R) des applications réelles définies sur un espace T, com- 
plètement régulier X sépare les points. 

PROBLEMES RESOLUS 

ESPACES T, 

1 Démontrer le théorème 10.1 : Un espace topologique X est un espace T, si et seulement 

si tout singleton de X est fermé. 

Solution : 

Supposons que X soit un espace T, et que p € X. Nous allons montrer que {p }‘ est ouvert. Soit 

x € {p}°. Alors x # p, et donc d’après [T, ] 

qunouvertG, telque x€EG, etque pÆG, 

Ainsi x € G, C {p}° et donc {p} = U{G, :xE€ {p }°}. Par conséquent, {p }°, réunion d’ouverts, 

est un ouvert et {p } est fermé. 

Réciproquement, supposons que {p} soit fermé pour tout p € X. Soient a, b € X avec a Æ b.A 

présenta fbbE {a } ; ainsi {a}° est un ouvert contenant b mais ne contenant pas a. De même 

{b}° est un ouvert contenant a mais ne contenant pas b. Par conséquent X est un espace 7. 

Montrer que la propriété d’être un espace T, est héréditaire, i.e. tout sous-espace d’un 
espace T, est également un espace T. 

Solution : 

Soit (X, T) un espace T, et soit (Y, Ty) un sous-space de (X, T). Nous allons montrer que tout 

singleton {p} de Y est un fermé pour T, ou, ce qui revient au même, que Y \ {p} est ouvert pour 

Ty. Puisque (X, T ) est un espace T,, X\{p } est ouvert pour T. Or 

DEC AS NN (DIRECTE NUE 

Ainsi, d’après la définition d’un sous-space, Y\{p} est un ouvert pour T;. Ainsi (Y, T,-) est égale- 

ment un espace T,. 

Montrer qu’une partie finie d’un espace T, , X n’a pas de point d’accumulation. 

Solution : 

Supposons que 4 C X ait n éléments, admettons que À = {a,,...,a, }. Puisque À est finie, elle 

est fermée et contient donc tous ses points d’accumulation. Or {a,,..., a, } est également finie et 

donc fermée. Par conséquent, le complémentaire {a,,...,a, } de {a,,...,a, } est ouvert, contient 
a, et ne contient aucun point de À différent de a,. Ainsi a, n’est pas un point d’accumulation de A. 

De même, aucun autre point de À n’est un point d’accumulation de À et donc À n’a pas de point 

d’accumulation. 

Montrer que tout espace T, fini X est un espace discret. 

Solution : 

Tout sous-ensemble de X est fini et donc fermé. Ainsi tout sous-ensemble de X est également 

ouvert, c’est-à-dire X est un espace discret. 

Soit X un espace T, . Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes : 

(i) p € X est un point d’accumulation de A. 

(ii) Tout ouvert contenant p contient une infinité de points de A. 
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Solution : 

D’après la définition d’un point d’accumulation d’un ensemble, (ii) = (i) ; ainsi nous n’avons qu’à 

démontrer que (i) = (ii). 

Supposons que G soit un ouvert contenant p et ne contenant qu’un nombre fini de points de À 

différents de p ; par exemple 

B = (GX {p}) N À = {a, do, to dar 

A présent B, comme sous-ensemble fini d’un espace T, , est un fermé et donc B° est un ouvert. Posons 

H = G NB°. Alors H est un ouvert, p € H et H ne contient aucun point de À différent de p. Ainsi 

p n’est pas un point d’accumulation de À et donc (i) = (ii). 

Soit X un espace T, et soit B, une base locale en p € X. Montrer que si g € X est dis- 

tinct de p, alors il existe un élément de 3, ne contenant pas q. 

Solution : 

Puisque p # q et que X vérifie [T,], 3 un ouvert GC X contenant p mais ne contenant pas g. À 

présent , est une base locale en p, ainsi G contient un certain B € 3, et B non plus ne contient pas 

q. 

Soit X un espace T, vérifiant le premier axiome de dénombrabilité. Montrer que si 

p € X est un point d’accumulation de À € X, alors il existe une suite de points distincts 

de À convergeant vers p. 

Solution : 

Soit B= {B, } une base locale en p, emboîtée. Posons Bi, = B,.Puisque p est un point limite de 

À, Bi, contient un point a, € À différent de p. D’après le problème précédent 

31 B,€8 tel que a € B:, 

De même, B;_ contient un point a, € À différent de p,et, puisque a, € B;, différent de a,. À nouveau, 

d’après le problème précédent, 
3 Bi, EB tel que a € Be, 

En outre, meme 2, 

Continuant de la sorte nous obtenonsune sous-suite (Bi, ; Bi,» ...} de 8 etunesuite(a,,a,,...) 

de termes distincts appartenant à À tels que 4, € B;, ,43 € B;, AY OT {8,1 est également une base 

locale en p, emboîtée ; ainsi (a, ) converge vers p. 

ESPACES SEPARES 

8. Montrer que la propriété d’être séparé est héréditaire, c’est-à-dire tout sous-espace d’un 

espace séparé est séparé. 

Solution : 

Soit (X, T) un espace séparé et soit (Y, T-) un sous-space de (X, T). De plus, soient a, bEYCX 

tels que a # b. Par hypothèse (X, T ) est séparé ; donc 

1GHET tel que a£G, bEH et GNnH=0 

D’après la définition d’un sous-space, Y NGet Y N H sont des ouverts pour T, . En outre, 

deClEr > aErTNnG 

bEH,bEY > bEYNH 

Carr O > ŒnGn(%ÿnH) = Yn(GhH=YNnp=0 
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(ainsi qu’il est représenté sur le schéma ci-dessous). Par conséquent, (7, T,,) est également séparé. 

Soit T la topologie de la droite réelle R engendrée par les intervalles semi-ouverts (a, b]. 

Montrer que (R, T ) est séparé. 

Solution : 

Soient a, b ER tels que a # b, admettons que a < b. Choisissons G = (a —1,a] et h = (a, b]. 

Alors 

GHET, a€G, bEH et GnH=0@ 

Ainsi (X, T ) est séparé. 

Démontrer le théorème 10.4 : Soit X un espace séparé. Alors toute suite convergente 
de X a une limite unique. 

Solution : 

Supposons que (a,,4,,.. .) converge vers a et b et supposons a # b. Puisque X est séparé, 3 des 

ouverts G et H tels que 

aeG, bEH et GnH=0 

Par hypothèses, (a, ) converge vers a ; donc 

In EN telque n>n, implique 4a,€G 

c’est-à-dire G contient tous les termes de la suite sauf un nombre fini. Or G et H sont disjoints ; ainsi 

H ne peut contenir que les termes de la suite n’appartenant pas à G et il n’y en a qu’un nombre fini. 

Par conséquent, (a, ) ne peut converger vers b. Mais ceci est contraire à l’hypothèse, donc a = b. 

Démontrer le théorème 10.5 : Soit X un espace vérifiant le premier axiome de dénom- 
brabilité. Alors les propositions suivantes sont équivalentes : (i) X est séparé. (ii) Toute 
suite convergente a une limite unique. 

Solution : 

D’après le problème précédent, (i) = (ii) ; ainsi nous n’avons plus qu’a montrer que (ii) = (i). 

Supposons que X ne soit pas séparé. Alors 44, b € X, a Æ b avec la propriété que tout ouvert conte- 
nant a a une intersection non vide avec tout ouvert contenant b. 

A présent soient {G, } et {H, } des bases locales respectivement en a et b qui soient emboîtées. 
Alors G, N H, # Q® pour tout n € N 

3 (@;, Core) tels que date G; N H,;, da EG>N EH, 

Par conséquent, (a,,) converge à la fois vers a et vers b. En d’autres termes (ii) = (i). 

ESPACES NORMAUX ET LEMME D’URYSOHN 

12. Démontrer le théorème 10.6 : Soit X un espace topologique. Alors les conditions sui- 
vantes sont équivalentes : (i) X est normal. (ii) Si H est un ouvert contenant un fermé Fe 
alors il existe un ouvert GtelqueFCGCGCH. 



15. 

14. 

15. 

Chapitre 10/Axiomes de séparation 161 

Solution : 

(i) = (ii). Soit F C H avec F fermé et H ouvert. Alors H° est fermé et F N H° = @. Or X est nor- 
mal ; d’où 

3 deux ouverts Get G*, telque FCG HCG* et GNG*=0Q 

Or PNG MIE SE GCEG* et HCG* > G*<cH 

De plus G*° est fermé ;d'oùFCGC GCG* CH. 

(ii) = (). Soient F, et F, deux fermés disjoints. Alors F, € F5 et F5 est ouvert. D’après (ii), 

3 unouvert G telque F, CG CGCF; 

Or Gers TE CG et GcG > Gn&=0 

De plus G°© est un ouvert. Ainsi F,CGetF,C cé: G, G° étant des ouverts disjoints ; ainsi X est 

normal. 

Soit 8 une base d’un espace T, normal. Montrer que pour chaque G; € 8 et tout point 

p € G,, il existe un élément G;,€ B tel quep € G; C G;. 

Solution : 

Puisque X est un espace T,, {p } est fermé ; ainsi G; est un ouvert contenant le fermé {p }. D’après 

le théorème 10.6, 

3 unouvert G tel que (HRCGCGCG, 

Puisque p € G, il existe un élément G; de la base 3 tel que p € G; C G ;ainsip € G; CG.OrGcC G;; 

où p € G; GE 

Soit D l’ensemble des fractions diadiques (fractions dont le dénominateur est une puis- 
sance de 2) de l’intervalle unité [0, 1], c’est-à-dire, 

D = PERS dede) 

Montrer que D est dense dans [0, 1]. 

Solution : 

Pour montrer que De [0, 1], il suffit de montrer que tout intervalle ouvert (a — 6 ,a + à) centré 

1 
en un point a € [0, 1] contient un point de D. Remarquons que lim ee 0 ainsi, il existe une puis- 

n — © 

sance de 2,q = 2" telle que 0 < 1/q < 6. Considérons les intervalles 

pi (4 GA (ete. 
Puisque [0, 1] est égal à la réunion des intervalles ci-dessus, l’un d’entre eux, admettons par exemple 

m m+il m+l 
RE 1 

q q 

m 1 
contient a, c’est-à-dire — <a < HO OR d'où 

q q q 
que ce soit 

REV EEE us 

En d’autres termes, l'intervalle ouvert (a —6,a + ô) contient le point m/q qui appartient à D. Alors D 

est dense dans [0, 1]. 

Démontrer le théorème (lemme d’Urysohn) 10.7 : Soient F, et F, deux fermés disjoints 

d’un espace normal X. Alors il existe une application continue f : X [0, 1} telle que 

RÉ doerirT= {1}. 
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Solution : 

Par hypothèse, F, NF, = @ ; ainsi F, © F$ . En particulier, puisque F, est un ensemble fermé, 

F5 est un ouvert contenant le fermé F.. D’après le théorème 10.4, il existe un ouvert G;},; tel que 

Fi C Gi © Ga © Fo 

Remarquons que G, 12 est un ouvert contenant l’ensemble fermé F, , et que F : est un ouvert contenant 

l’ensemble fermé G, n° Ainsi, d’après le théorème 10.4, il existe des ouverts G; Ja et G; ja tels que 

Fy Cv Grar cHGrascn Ge E Gt 0 ane CARO 

Nous continuons ainsi et nous obtenons pour chaque ft € D, où D est l’ensemble des fractions diadiques 

de [0, 1], un ouvert G, ayant la propriété que sit,,f, EDetsit, < t, alors Gr, œ Gr, 

Définissons l’application f sur X de la manière suivante : 

te. si «€ Fo 

Remarquons que pour tout x € X, 0 < f(x) < 1, c’est-à-dire f applique X dans [0, 1]. Remarquons 

également que F, € G, pour tout ‘€ D ; ainsi f{[F,]= {0}. En outre, par définition, f[F,] = 1. 

Par conséquent, la seule chose qu’il nous reste à démontrer est que f est continue. 

A présent f est continue si les images réciproques des ensembles [0,a) et (b, 1] sont des ouverts 

de X (voir le problème 7, chapitre 7). Nous affirmons que 

fr1[[0,a)] = U{G.: t< a} (1) 

f UGS AUtC 1210) (2) 

Alors chacun est une réunion d’ouverts, donc un ouvert. 

Nous allons d’abord démontrer (1). Soit x € f7 (0, a). Alors f(x) E [0,a), c’est-à-dire 

0 < f(x) < a. Puisque D est dense dans [0,1], il existe #, € D tel que f(x) < tr, <a. En d’autres 

termes, 
font initie re GhEMLASTa 

Par conséquent, x € Gy, où f, <a. Ainsi x€ U1G;: t <a}. Nous venons donc de montrer que 

tout élément de f— ! [[0, a)] appartient également à U{G, : t <a }, c’est-à-dire, 

f1[[0,a)] E U{G, : t < a} 

Réciproquement, supposons que y EU{G,:t < a}. Alors 3 t, € D tel que ty <aetqueyEeG,. 
7 

Donc 
IG). = voit ECG Lis 

Ainsi y appartient également à f 1[[0, a)]. En d’autres termes, 

U{G,:t<a} © f-1[[0,a) 

Les deux résultats ci-dessus impliquent (/). 

Nous allons à présent démontrer (2). Soit x € Ta [(,1]]. Alors f(x) € (b, 1], c’est-à-dire 

b < f(x) < 1. Puisque D est dense dans [0,1], il existe #,,t, € D tels que b <#, <t, <f@). En 

d’autres termes, 
f&@) = infft:xzEeG}) >t 

Ainsi x € Gr Remarquons que t, < f, implique que Ge, œ Ge Ainsi x n'appartient pas à Ge non 

plus. Par conséquent, x € Gé, oùt, > b ;ainsix EU {G£: t > b}. Par conséquent, 

f-11(b,1] € U{G:t>86)} 

Réciproquement, soit y € U ie : 1 > b}. Alors il existe t, € D tel que t, = ADietyie Ge ; ainsi 

y n’appartient pas à G, .Ort < t, implique G, CG, € G, ;ainsiy € G, pour tout t inférieur à ty. 

par conséquent, a 3 + } 

fu) = infit:yeG} = t, > b 
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Ainsi y Ef_ : ((b, 1]). En d’autres termes, 

U{G;:t>06} © f-1[(6,1]] 

les deux résultats ci-dessus impliquent (2). Ainsi f est continue et le lemme d’Urysohn est démontré. 

Démontrer le théorème de métrisabilité d’Urysohn 10.8 : Tout espace T, normal véri- 

fiant le deuxième axiome de dénombrabilité, X, est métrisable. (D ailleurs X est homéo- 

morphe à un sous-ensemble du cube de Hilbert I ‘de RCE 

Solution : 

Si X est fini, alors X est un espace discret et donc X est homéomorphe à tout sous-ensemble de A 

ayant le même nombre de points. Si X est infini alors X a une base dénombrable 8 — 16, Go Gas 

dont aucun des éléments n’est égal à X lui-même. 

D’après un problème précédent, | pour chaque G; de 8 il existe un G; de 3 tel que G; C G;. L’en- 

semble de ces couples (G; , G;), où G; œ - G;, est dontrabls ainsi nous Re t. les do P; ee ee 

oùP,= Ur , G; 1 Re de G, E Gi, implique que Gj, et G? sont des fermés disjoints 

de ZX. Aimer. d'aptès le lemme ae ü existe une D. " : X > [0,1] telle que 

falG,1= {0}etf, [6 1= {1}. 
A présent, définissons l’application f : X — I de la manière suivante : 

fix) folx) fs(x) 
| He CU 

1 
UE 

1 
< — ; ainsi f (x) est un point du 

n 

cube de Hilbert I. (On rappelle que I = {(a,):4,ER,n€EN,0 <a, < 1/n }, voir page 143.) 

Nous allons à présent montrer que f est bijective. Soient x et y deux points distincts de X#. Puisque 

X est un espace T, il existe un élément G; de la base æ tel que x € G; maïs que y € G;. D’après un a“. 

blème précédent, il existe un couple P, = (G;, G;) tel que x € C G;. Par définition Te 

puisque x € G; et f, (>) = 1 puisque y "e G;, e ee Vie Gr. Ana f(x) Æ f(y) puisque ils ue 

rent par la He coordonnée. Ainsi f est bijective. 

Remarquons que, pour tout n E N, 0 < f, (x) < 1 implique 

Nous allons, à présent, démontrer que f est continue. Soit e > 0. Remarquons que f est continue 

en p € X s’il existe un voisinage ouvert G de p tel que x € G implique || f(x) — f(p)ll < € où, ce qui 

revient au même, || f(x) — f (pl? < e?. Rappelons que 

ln (&) — fn (p)P2 le —r@E = 
22n 

En outre, puisque les valeurs de f, appartiennent à LOL CECI (p) À )f225 < 1/2°”, Notons que 

2, 1/2 27 converge ; ainsi il existe un n, = n,(€) indépendant de x et p, tel que 

fn (p)? ose = SPORE + 
D | 

A présent chaque fonction f, : X — [0,1] est continue ; ainsi il existe un voisinage ouvert G, de p tel 

que x € G,, implique |f,(x) — f, NS ét lenoi SoitG=G,N:-:1N6, "6 . Puisque G est à à une 

intesection finie de voisinage ouverts de p, G est également un voisinage ouvert de p. En outre six EG, 

Fe fn (œ) — fn(p)l? co si ue 2 

If@) — FR = Sr? < no ( 1e 
22n 279 

2 € 2 = € 
2 

Ainsi f est continue. 

A présent soit Y l’image de f, c’est-à-dire Y = f[X] € I. Nous voulons démontrer quef  :Y x 

est également continue. Remarquons que la continuité dans Ÿ est équivalente à la continuité séquen- 

tielle ; ainsi f —1 est continue en f(p) € Ÿ si pour toute suite (f(y,,)) convergeant vers f(p), la suite 

(y, ) converge vers p. 
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Supposons que f —! ne soit pas continue, c’est-à-dire supposons que (y, ) ne converge pas vers 

p. Alors il existe un voisinage ouvert G de p tel que G ne contienne pas un nombre infini de termes de 

(y, ). Ainsi nous pouvons choisir une sous-suite (x,, } de (y, ) telles que tous les termes de (x,, } se trou- 

vent à l'extérieur de G. Puisque p € G, il existe un élément G; de la base 3 tel quep € G; CG.En 

outre, d’après un problème précédent, il existe un couple P,, = (G;,G; )telquep EG, CG; CG. Re- 

marquons que pour tout n EN, x, € G ; ainsix, € Gf. Par conséquent, f,, (p) = 0 et f,, ce 1. 

Alors |f,, (x4) — fn @JI = 1 et 

elfe) — Ve)-renr = SRETRR » JL 22k 

En d’autres termes, pour tout n EN, ||f(x,) — f(p)l > 1/27. Donc la suite (f(x, )} ne converge pas 

vers f(p). Mais ceci contredit le fait que toute sous-suite de (f(y,,)) devrait également converger vers 

f(p). Ainsi f —1 est continue. Ainsi f est un homéomorphisme et X est homéomorphe à un sous- 

ensemble du cube de Hilbert. Par conséquent X est métrisable. 

ESPACES REGULIERS ET COMPLETEMENT REGULIERS 

he 

18. 

19. 

20. 

Démontrer la proposition 10.10 : Un espace complètement régulier X est également 

régulier. 

Solution : 

Soit F un fermé de X et supposons que p € X n’appartienne pas à F. Par hypothèse, X est complè- 

tement régulier ; ainsi il existe une application continue f : X — [0, 1] telle que f(p) = Oetf[F]= {1}. 

Or R et son sous-espace [0, 1] sont des espaces séparés ; ainsi il existe des ouverts disjoints G et H 

contenant respectivement 0 et 1. Par conséquent, leurs images réciproques f Fe [G]et f_ ! [A] sont dis- 

jointes, ouvertes et contiennent respectivement p et F. En d’autres termes, X est également régulier. 

Démontrer le théorème 10.11 : L'ensemble C(X, R) des applications définies sur un es- 
pace T, complètement régulier X, sépare les points. 

Solution : 

Soient a et b deux points distincts de X. Puisque X est un espace T,, {b } est un fermé. De plus, 

puisque a et b sont distincts, a € {b}. Par hypothèse X est complètement régulier, ainsi il existe une 
application à valeurs réelles continue f définie sur X telle que f(a) = 0 et f[{b}] = {1}. Par consé- 

quent, f (a) À f(b). 

Soit (Y, T,.) un sous-espace de (X, T}), soit p € Y et A C Y C X. Montrer que sip 
n’appartient pas à l’adhérence de À pour T,, alors p € À, l’adhérence de À pour T. 

Solution : 

D’après une propriété des sous-espaces (voir problème 89, chapitre 5), . 

l’adhérence pour T, de 4A=Y"N A 

OrpE Yet p € l’adhérence pour T;. de À ; ainsip € A.(Remarquons que, en particulier, si F est un 

fermé pour Ty de Yetsip € F, alorsp €F.) 

Montrer que la propriété d’être un espace régulier est héréditaire, c’est-à-dire tout sous- 
espace d’un espace régulier est régulier. 

Solution : 

Soit (X, T ) un espace régulier et soit (Y, Ty) un sous-espace de (X, T). De plus _soit p € Y et 

soit F un fermé pour Ty de Y tel que p € F. A présent, d’après le problème 19,p € F, l’adhérence 
pour T de F. Par hypothèse, (X, T ) est régulier ; ainsi 

IG, HET telsque FCG,pEH et GOH=0 
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OrY N Get Y N H sont ouverts pour Ty dans Y et 

MeV PFCREGS.  FErYNG 

DEP EU Sep e TN EH 

GnH=0@ 3 (YNnG)n(YnH) = @ 

Par conséquent, (Y, T,) est également régulier. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 
ESPACES T, 

21. Montrer que la propriété d’être un espace T; est une propriété topologique. 

22: Montrer, sur un contre-xemple, que l’image d’un espace T, dans une application continue n’est pas 

nécessairement T.. 

23. Soit (X, T) un espace T, et soit T < T*. Montrer que (X, T*) est également un espace LT: 

24. Démontrer que X est un espace T, si et seulement si tout p € X est égal à l’intersection de tous les 

ouverts qui le contiennent, c’est-à-dire {p} = N{G : G ouvert,p E G}. 

25 Un espace topologique X est appelé espace T, s’il vérifie l’axiome suivant : 

[To] Pour tout couple de points distincts de X, il existe un ouvert contenant l’un des points mais pas 

l’autre. < 

(i) Donner un exemple d’espace T} qui n’est pas un espace T. 

(ii) Montrer que tout espace T, est également un espace T,. 

26. Soit X un espace 7, contenant au moins deux points. Montrer que si Best une base de X, alors 

B\{X} est également une base de X. 

ESPACES SEPARES 

27. 

28. 

29. 

30. 

31. 

Montrer que la propriété d’être un espace séparé est une propriété topologique. 

Soit (X, T) un espace séparé et soit T < T*. Montrer que (X, T*) est également un espace séparé. 

Montrer que sia,,...,4,, Sont des points distincts d’un espace séparé X, alors il existe une famille 

disjointe {G,,...,G,, } d’ouverts de X tels que a; GG nuit es 

Soit X un espace séparé infini. Dèmontrer qu’il existe une famille disjointe infinie d’ouverts de X. 

Démontrer que si f : X > Yetg : X > Y sont deux applications continues d’un espace topologique 

X dans un espace séparé Ÿ, alors À = {x : f(x) = g(x)} est un fermé de X. 

ESPACES NORMAUX 

32. 

33. 

34. 

Montrer que la propriété d’être un espace normal est une propriété topologique. 

Soit T la topologie de la droite réelle R engendrée par les intervalles semi-ouverts [a, b). Montrer que 

(R, T ) est un espace normal. 

Soit T la topologie du plan R? engendrée par les rectangles semi-ouverts 

[a,b) X [e,d) = {{x,y): a < x < b, c < y < d} 

En outre, soit À l’ensemble des points de la droite Y = (IDE 1rE R? de coordonnées 

rationnelles et soit B = Y\A. 

(i) Montrer que À et B sont des fermés de (R?,T). 

(äi) Montrer qu’il n’existe pas deux ouverts pour T, G et H de R? disjoints tels que A CGetBCH 

et que donc (R? , T ) n’est pas normal. 
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25: 

36. 

37, 

Soit À un fermé d’un espace T, normal. Montrer que 4, muni de la topologie induite, est également 

un espace T , normal. * 

Soit X un ensemble ordonné et soit T la topologie de l’ordre sur X, c’est-à-dire, T est engendrée par 

les parties de la forme {x : x <a}et {x : x > a}. Montrer que (X, T) est un espace normal. 

Soit X un espace normal. Démontrer que X est régulier si et seulement si X est complètement régulier. 

LEMME D’URYSOHN 

38. 

39: 

40. 

41. 

Démontrer que si pour deux fermés disjoints quelconques F, et F, d’un espace topologique X, il existe 

une application continue f : X > [0,1] telle que f[F,] = {0}etf[F,] = {1}, alors X est un espace 
normal. (Noter que ceci constitue la réciproque du lemme d’Urysohn.) 

Démontrer la généralisation suivante du lemme d’Urysohn : Soient F 1 ©t F, deux fermés disjoints d’un 

espace normal X. Alors il existe une application continue f : X — [a, b] telle que f[F,]= {a} et 

f[F] =/t0): 

Démontrer le théorème d’extension de Tietze : Soit F un fermé d’un espace normal X et soit 

f : F — [a, b] une application réelle continue. Alors f a une extension continue f* : X + [a, b]. 

Démontrer le lemme d’Urysohn en utilisant le théorème d’extension de Tietze. 

ESPACES REGULIERS ET COMPLETEMENT REGULIERS 

42. 

43. 

44. 

45. 

25. 

Montrer que la propriété d’être un espace régulier est une propriété topologique. 

Montrer que la propriété d’être complètement régulier est une propriété topologique. 

Montrer que la propriété d’être un espace complètement régulier est héréditaire, c’est-à-dire que tout 

sous-espace d’un espace complètement régulier est également un espace complètement régulier. 

Soit X un espace de Lindelôf régulier. Démontrer que X est normal. 

REPONSES AUX PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

(Gi) Soit X = {a,b}et . = {X, {a},®}. 



CHAPITRE Il 

Compacité 

RECOUVREMENTS 

Soit c4 = {G;} une famille de parties de X telle que À € U,G, pour un certain À C X. 
Rappelons que c4 est alors appelée un recouvrement de À et un recouvrement ouvert si chacun 
des G; est ouvert. En outre, si une sous-famille finie de <4 est également un recouvrement de À, 
c’est-a-dire si 

Gr Rec tels que A CG URI 

alors on dit qu’on peut extraire de cA un sous-recouvrement fini ou que c4 contient un sous- 
recouvrement fini, 

Exemple 1.1: Considérons la famillee4 = {D,:p€Z x Z} où 
D,, est le disque ouvert du plan R2 de rayon 1 et 
de centre p = (m, n), m et n étant des entiers 

relatifs. AlorscA est un recouvrement de R? c’est- 

à dire tout point de R? appartient à l’un au moins 

des éléments de c4. Par contre, la famille des 

disques ouverts B = 12% :pE ZxZ} où De a 
pour centre p et pour rayon 3 ne constitue pas un 

recouvrement de R?. Par exemple, le point 

DE R? n'appartient à aucun élément de B, 

comme on l’a indiqué sur la figure. 
on a représenté 3 

Exemple 1.2 : Considérons le théorème classique, 

Théorème de Heine-Borel : Soit A —[a, b] un intervalle fermé borné et soit {G:;} 

une famille d’ouverts telle que À C U;G;. Alors, on peut choisir dans la 

famille un nombre fini d’ouverts, admettons par exemple que ce soient 

Gi. - , G;,, tels que À œ G;, LAS LG 

En vertu de la terminologie précédente, on peut ré-Énoncer le théorème de Heine-Borel de 

la manière suivante : 

Théorème de Heine-Borel : De tout recouvrement ouvert d’un intervalle fermé 

borné À = [a, b] on peut extraire un sous-recouvrement fini. 

ENSEMBLES COMPACTS 

La notion de compacité est sans aucun doute motivée par la propriété de l’intervalle fermé 

borné telle qu’elle a été énoncée dans le théorème classique de Heine-Borel. A savoir : 

Définition : Une partie À d’un espace topologique X est compacte si de tout recouvrement 

ouvert de À, on peut extraire un sous-recouvrement fini. 

En d’autres termes, si À est compacte et À € U,G;, où les G, sont des ouverts, alors on 

peut choisir un nombre fini d’ouverts, admettons que ce soient G; a uEnAS G,» de sorte que 

ACG, U...UG,. 
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Exemple 2.1: D’après le théorème de Heine-Borel, tout intervalle fermé borné [a, b] de la droite réelle 

R est compact. * 

Exemple 2.2: Soit À une partie finie quelconque d'un espace topologique X, par exemple 

A = {a,,...,a,}. Alors À est nécessairement compacte. En effet si ç = {G;,}est un 

recouvrement ouvert de À, alors chaque point de À appartient à l’un des éléments de 

ç, par exemple a, € Gi un Gin Par conséquent, 4 © Gi, UG;, Cri Gin 

Puisque un ensemble À est compact ssi tout recouvrement ouvert de À contient un sous- 

recouvrement fini, il nous suffit d’exhiber un recouvrement ouvert de A dont aucun sous-recou- 

rement n’est fini pour montrer que À n’est pas compact. 

Exemple 2.3: L’intervalle ouvert À = (0, 1) de la droite réelle R munie de la topologie usuelle n’est 

pas compact. Considérons par exemple la famille des intervalles ouverts 

G = {4,1, 48, & 2) Eh 3 

1 1 
remarquons que À = CS GLoùG, = ( É —) ; ainsi G est un recouvrement 

n n 

ouvert de À. 

Ge G3 
.ee 

re ! G 

al ec | G 
e © e| | O—O D Ne TP EU UE 

l 
l 

Mais G ne contient pas de sous-recouvrement fini. En effet, soit 

Ga = {(a1, b;), (@», bo), apairrs (am b)} 

une sous-famille finie quelconque de G. Sie = min(a,,...,4,,)alorse > Det 

(as, b;) USSEEe) (dns b) = (e, 1) 

Or (0, e] et (e, 1) sont disjoints ; ainsi Ç* n’est pas un recouvrement de A, et donc À 

n’est pas compact. 

Exemple 2.4: Nous allons montrer que l’image par une application continue d’un compact est éga- 

lement un compact, c’est-à-dire si la fonction f : X > Ÿ est continue et si À est un 

compact de X alors son image f [A] est un compact de Y. En effet supposons que 
G = {G;} soit un recouvrement ouvert de f[A], c’est-à-dire f[A] C U;G;. Alors 

ACT DAME TO MORGE = ECTS] 

Ainsi ,4{ = {f-1[G;]} est un recouvrement de A. A présent f est continue et chaque 
G; est un ouvert, donc f ee [G;] est également ouvert. En d’autre termes, H est un 
recouvrement ouvert de A. Or À est compact, donc on peut extraire de 4 un sous-recou- 

vrement fini, admettons par exemple que 

AC fr fo 0 TI 
Par conséquent 

f[A] ee FT? [Gi] CRU) fa [Gi] Œ Gi, Una) Gi, 

Ainsi f [A ] est compact. 

Nous allons énoncer formellement le résultat de l’exemple 2.4 : 

Théorème 11.1 : L’image d’un compact par une application continue est un compact. 

La compacité est une propriété absolue d’un ensemble. A savoir, 

Théorème 11.2: Soit À une partie d’un espace topologique (X, T). Alors À est compacte 
pour T si et seulement si À est compacte pour la topologie induite g, sur À. 
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Par conséquent, on peut souvent limiter notre étude de la compacité aux espaces topolo- 

giques qui sont eux-mêmes compacts, c’est-à-dire aux espaces compacts. 

SOUS-ENSEMBLES D'ESPACES COMPACTS 

Un sous-ensemble d’un espace compact n’est pas nécessairement compact. Par exemple, 

l'intervalle unité fermé [0, 1] est compact d’après le théorème de Heïine-Borel mais l’intervalle 

ouvert (0, 1) est un sous-ensemble de [0, 1] et, d’après l’exemple 2.3 ci-dessus, il n’est pas 

compact. Nous avons cependant le théorème suivant : 

Théorème 11.3: Soit F un sous-ensemble fermé d’un ensemble compact X. Alors F est éga- 

lement compact. 

Démonstration : Soit G = {G;} un recouvrement ouvert de F, c’est-à-dire F C U,G;. Alors 

X =(U,G;) U F°, c'est-à-dire que G* = {G;}U {F°} est un recouvrement de X. Or F° est ouvert 

puisque F est fermé, ainsi G* est un recouvrement ouvert de X. Par hypothèse, X est compact, 

. donc on peut extraire de G* un sous-recouvrement fini de X, admettons que ce soit par exemple 

Mie CNTÉSSRURE RUE Cite 

Or F et F° sont disjoints ; d’où 

PCRGEUERPUEG:, Gi, € G 

Nous venons de montrer que tout recouvrement ouvert GÇ = {G:;} de F contient un sous-recou- 

vrement fini, c’est-à-dire que F est compact. 

PROPRIETE D’INTERSECTION FINIE 

Une famille {A,} d’ensembles est dite avoir la propriété d’intersection finie si toute sous- 

famille finie {A;, FORTE À;,,) a une intersection non vide, c’est-à-dire À;, CRE À; F Q. 

Exemple 3.1: Considérons la famille suivante d’intervalles ouverts : 

cA —  {(0,1), (0,4), (0,4), (0,4), ...} 

A présent c4 a la propriété d’intersection finie car 

(0, a) N (0, a) N -*: N (0,am) —= (0,b) 

où b = min(a;,...,4,) > 0. Remarquons que 4 elle-même a une intersection vide. 

Exemple 3.2: Considérons la famille suivante d’intervalles infinis fermés. 

B — ta (=e,)=2t es, 1 (—®, 0], (—®, 1], (—, 2], Se 

Notons queB a une intersection vide, c’est-à-dire n {B,, :nEZ}= @ où B,, = (- n|]. 

Mais toute sous-famille finie de 8 a une intersection non vide. En d’autres termes, 

possède la propriété d’intersection finie. 

Avec la terminologie ci-dessus nous pouvons énoncer la notion de compacité en termes de 

fermés d’un espace topologique. 

Théorème 11.4 : Un espace topologique X est compact si et seulement si toute famille {F;} 

de fermés de X possédant la propriété d’intersection finie a elle-même une 

intersection non vide. 

COMPACITE ET ESPACES SEPARES 

Ici nous allons relier la notion de compacité à la propriété de séparation des espaces de 

Hausdorff. 
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Théorème 11.5 : Toute partie compacte d’un espace séparé est fermée. 

Le théorème ci-dessus n’est pas vrai en général par exemple, les ensembles finis sont 

toujours compacts et cependant il existe des espaces topologiques dont les parties finies ne sont 

pas toutes fermées. 

Théorème 11.6: Soient À et B deux parties compactes disjointes d’un espace séparé X. Alors 

il existe des ouverts disjoints G et H tels que A CGetBCH. 

En particulier, supposons que X soit à la fois séparé et compact et que F, et F, soient 

deux parties fermées disjointes de X. D’après le théorème 11.3, F, et F, sont compactes et, 

d’après le théorème 11.6, F, et F, sont contenues respectivement dans des ouverts disjoints. 

En d’autres termes, 

Corollaire 11.7 : Tout espace séparé compact est normal. 

Ainsi les espaces métriques et les espaces séparés compacts sont tous deux contenus dans 

la famille des espaces T, , c’est-à-dire des espaces T, normaux 

Espaces 
Sr espaces 

séparés A 
compacts métriques 

espaces T4 (espaces T1 normaux) 

Le théorème suivant joue un rôle très important en géométrie. 

Théorème 11.8: Soit f une application injective continue d’un espace compact À dans un 
espace séparé Ÿ. Alors X et f [X] sont homéomorphes. 

L’exemple suivant montre que le théorème ci-dessus n’est pas vrai en général. 

Exemple 4.1: Soit f l'application de l'intervalle semi-ouvert X = [0, 1) dans le plan R?, défini par 

f(t) = (cos 27t, sin 27t). Remarquons que f applique X sur le cercle unité et que f est 

injective continue. 

Mais l'intervalle semi-ouvert [0, 1) n’est pas homéomorphe au cercle. En effet, 

si par exemple on retire de X le point ft = X n’est plus connexe ; mais si on enlève 

un point quelconque au cercle, celui-ci demeure connexe. La raison pour laquelle le 

théorème 11.8 ne s’applique pas dans ce cas est que X n’est pas compact. 

Exemple 4.2: Soit f une application injective continue de l’intervalle Z = [0, 1] dans l’espace euclidien 

de dimension n, R”. Remarquons que Z est compact d’après le théorème de Heine-Borel 

et que R” est un espace métrique et donc séparé. En vertu du théorème 11.8, 7 et f[/] 

sont homéomorphes. 

ESPACES SEQUENTIELLEMENT COMPACTS 

Un sous-ensemble À d’un espace topologique X est séquentiellement compact ssi toute 
suite de À contient une sous-suite qui converge vers un point de À. 
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Soit À un sous-ensemble fini d’un espace topologique X. Alors À est nécessairement 

séquentiellement compact. Car si (51, 52, .. .) est une suite de À, alors au moins un des 

éléments de À, par exemple a,, doit apparaître une infinité de fois dans la suite. Ainsi 

(4, 4, do; - - .? est une sous-suite de (s,,), elle converge et de plus converge vers le point 
a) appartenant à 4. 

L’intervalle ouvert À = (0, 1) de la droite réelle R munie de la topologie usuelle n’est pas 

séquentiellement compact. Considérons par exemple la suite (s,) = (E _… ie As 
Remarquons que e converge vers 0 et que donc toute sous-suite converge également 

vers 0. Or O n’appartient pas à À. En d’autres termes la suite (s, ) de À ne contient pas de 

sous-suite convergeant vers un point de À, c’est-à-dire À n’est pas séquentiellement 

compact. 

En général il existe des ensembles compacts qui ne sont pas séquentiellement compacts 
et vice versa, bien que dans les espaces métriques, comme nous allons le montrer ultérieurement, 
il y ait équivalence entre les deux notions. 

Remarque : Historiquement le terme bicompact était utilisé pour désigner un ensemble 
; compact et le terme compact était utilisé pour désigner un ensemble séquentiel- 

lement compact. 

ENSEMBLES POSSEDANT LA PROPRIETE DE BOLZANO-WEIERSTRASS 

Un sous ensemble À d’un espace topologique X possède la propriété de Bolzano- 
Weierstrass ssi tout sous-ensemble infini B de À a un point d’accumulation dans A. Cette défi- 
nition a sans aucun doute été motivée par le théorème classique de Bolzano-Weierstrass. 

Théorème de Bolzano-Weierstrass : Tout ensemble infini borné de nombres réels a un point 

Exemple 6.1 : 

Exemple 6.2 : 

d’accumulation. 

Tout intervalle fermé borné À = {[a, b] possède la propriété de Bolzano-Weierstrass. En 
effet si Z est un sous-ensemble infini de À, alors B est également borné et d’après le 

théorème de Bolzano-Weierstrass, B a un point d’accumulation p. En outre puisque À 

est fermé, le point d’accumulation p de B appartient à A, c’est-à-dire À possède la pro- 

priété de Bolzano-Weierstrass. 

L'intervalle ouvert À = (0, 1) ne possède pas la propriété de Bolzano-Weierstrass. En 

effet, considérons le sous-ensemble infini B = Ge aa .} de À — (0, 1). Remarquons 

que B a exactement un point limite O lequel n’appartient pas à À. Ainsi À ne possède pas 

le propriété de Bolzano-Weierstrass.. 

La relation générale existant entre les ensembles compacts, séquentiellement compacts et 
possédant la propriété de Bolzano-Weierstrass est donnée par le schéma et le théorème suivants. 

Théorème 1 1.9 : 

compact > ensemble possédant la propriété de 
Bolzano-Weierstrass — séquentiellement compact 

Soit À un sous-ensemble d’un espace topologique X. Si À est compact ou 
séquentiellement compact, alors À possède également la propriété de 
Bolzano-Weierstrass. 

L'exemple suivant montre qu'aucune des deux flèches du schéma ci-dessus ne peut être 

renversée. 

Exemple 6.3 : Soit T la topologie définie sur N, l’ensemble des entiers positifs, engendrée par les 

ensembles suivants . 

{1,2}, {3,4}, {5, 6}, 
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. À un sous-ensemble non vide de N, et supposons que 7, € À. Sin, est impair, alors 

o + 1 est un point limite de À ;et sin, est pair, no — ‘ est un point limite de A. Dans 

Pon ou l’autre cas À a un point d ’accumulation. Par conséquent, (N, T) possède la pro- 

priété de Bolzano-Weierstrass. 

Par contre, (N, T) n’est pas compact puisque 

cA —  {{1,2}, {3,4}, {5,6}, ...} 

est un recouvrement ouvert de N ne contenant pas de sous-recouvrement fini. En outre, 

(N, T) n’est pas séquentiellement compact puisque la suite (1, 2, 3,... ) ne contient 

pas de sous-suite convergente. 

ESPACES LOCALEMENT COMPACTS 

Un espace topologique X est localement compact ssi tout point de X admet un voisinage 

compact. 

Exemple 7.1 : Considérons la droite réelle R munie de la topologie usuelle. Remarquons que chaque 

point pER est intérieur à un intervalle fermé, par exemple [p —- ô, p + 6], et qu’un 

intervalle fermé est compact d’après le théorème de Heine-Borel. Ainsi R est un espace 

localement compact. Par contre, R n’est pas un espace compact ; par exemple, la famille 

cÂ F ti …., (3; FD} (2; 0), (—1, 1), (0, 2), @, 3), .. à 

est un recouvrement ouvert de R qui ne contient pas de sous-recouvrement fini. 

Ainsi nous voyons, d’après l’exemple ci-dessus, qu’un espace localement compact n’est 

pas nécessairement compact. Par contre, puisque un espace topologique est toujours voisinage 

de chacun de ses points, la réciproque est vraie. C’est-à-dire, 

Proposition 11.10 : Tout espace compact est localement compact. 

COMPACTIFICATION 

Un espace topologique X est dit immergé dans un espace topologique Y si X est homéo- 
morphe à un sous-espace de Ÿ. En outre, si Ÿ est un espace compact alors Ÿ est appelé un 
compactifié de X. Il est fréquent que la compactification d’un espace X soit réalisée en 
adjoignant un point, ou plus, à X et en définissant ensuite une topologie convenable sur l’en- 
semble agrandi de telle sorte que l’espace agrandi soit compact et contienne X comme sous- 
espace. 

Exemple 8.1 : Considérons la droite réelle R munie de la topologie usuelle U. Nous allons adjoindre à 

R deux nouveaux points désignés par © et — et nous allons appeler l’espace agrandi 

R* — — RU {-— ©, æ} Ja doite réelle achevée. La relation d’ordre de R peut être étendue 
à R* en dan — © < a < æ pour tout a ER. La famille des SOU ENSEMRES de 
da de la forme 

(a, b) = {x:a< ax < D}, (a,e] = Karel a) = Mr re} 

est une base d’une topologie U* définie sur R*. En outre (R*, U*) est un espace 

compact qui contient (R, U) comme sous-space, et ainsi est un compactifié de (R, U). 

On rappelle que la droite réelle R munie de la topologie usuelle et homéomorphe à tout 
intervalle (a, b) de nombres réels. On peut de même montrer que l’espace ci-dessus (R*, U*) est 
homéomorphe à un intervalle fermé [a, b] quelconque, lequel est compact d’après le théorème 
classique de Heine-Borel. 
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Exemple 8.2: Soit C le plan (x, y) de l’espace eucli- 
dien R° et soit S la sphère de centre 

(0, 0, 1 } situé sur l’axe z, et de rayon 1. 
la droite passant par le “pôle nord” 

æ =(0, 0, 2)ES et par un point pEC 
quelconque coupe la sphère S en exac- 

tement un point p' distinct de co, comme 

on l’a montré sur la figure. 

Soit f:C >S l’application définie 

par f(p) =p'. Alors f est en fait un 
homéomorphisme du plan C, lequel n’est 

pas compact, dans le sous-ensemble 

S\f{>æ} de la sphère S, laquelle est 
compacte. Ainsi S est une compactifié de 

Ce 

A présent soit (X, T) un espace topologique quelconque. Nous allons définir le procédé 

de compactification d’Alexandrou de (X, T) et nous noterons le compactifié ainsi obtenu 

ARS Eh IC 

(1) X. = X U {æ} où ©, appelé point à l'infini, est distinct et tout autre point de X. 

(2) T. est formée par les ensembles suivants : 

(i) les éléments de la topologie T sur X, 

(ii) les complémentaires dans X.. des parties fermées compactes de X. 

Nous allons énoncer de façon formelle la : 

Proposition 11.11 : La famille d’ensembles ci-dessus, T., est une topologie sur X.. et 
(X., T.) est une compactification de (X, T ). 

En général, l’espace (X., T.) peut ne pas posséder de propriétés semblables à celles de 

l’espace initial. Il existe cependant un rapport important entre les deux espaces, à savoir, 

Théorème 11.12 : Si (X, T ) est un espace localement compact séparé, alors (X., T) est un 
espace compact séparé. 

Utilisant le lemme d’Urysohn, nous obtenons un résultat important utilisé en théorie de 

la mesure et en théorie de l'intégration : 

Corollaire 11.13 : Soit E un sous-ensemble compact d’un espace localement compact séparé 

X qui soit contenu dans un ouvert G Æ X. Alors il existe une application 

continue f : X > [0, 1] telle que f [E] = {0} et que f [G°] = {1}. 

COMPACITE DANS LES ESPACES METRIQUES 

La compacité dans les espaces métriques peut être caractérisée par le théorème suivant : 

Théorème 11.14 : Soit À un sous-ensemble d’un espace métrique X. Alors les assertions 
suivantes sont équivalentes : (i) À est compact, (ii) À possède la propriété 
de Bolzano-Weierstrass, et (iii) À est séquentiellement compact. 

Historiquement, les espaces métriques ont été étudiés avant les espaces topologiques ; ainsi 

le théorème ci-dessus donne la raison principale pour laquelle les termes compact et séquentiel- 

lement compact sont quelquefois utilisés comme synonymes. 

La démonstration du théorème ci-dessus nécessite l’introduction de deux notions 

métriques auxiliaires qui sont intéressantes pour elles-mêmes : celle d'ensemble précompact et 

celle de nombre de Lebesgue pour un recouvrement. 
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ENSEMBLES PRECOMPACTS 

Soit À une partie d’un espace métrique X et soit e > 0. Un ensemble fini de points 

N=e, 7e, rs e, rest appelé un réseau de maille e pour À si, pour tout point p € À il existe 

une; E N tel que d (p, e; 0) UE 

Exemple 9.1: Soit À = {(x, y): x? + y? < 4}, c’est-àdire À est le disque ouvert, centré à l’origine, et 

de rayon 2. Sie — 3/2, alors l’ensemble 

N = {(, rl de 0), (, 1), (0, 1); (0, 0), (0, dl et, 0) ts 0), Al 1)} 

un réseau de maille e pour À. Par contre, si =, alors N n’est pas un réseau de maïlle € pour 

A. Par exemple, p — ee Li appartient à À mais la distance de p à tout point de N'est 

supérieure à. 

À est ombré 

on a représenté N 

Rappelons que le diamètre de A) d (A) est défini par d (A) = sup {d (a, a'):a,a EA}et 

que À est borné si d (A) < ©, 

DEFINITION: Une partie À d’un espace métrique X est précompacte si À possède un réseau de 

maille e pour tout € > O. 

Un ensemble précompact peut également être décrit de la manière suivante : 

Proposition 11.15 : Un ensemble À est précompact si et seulement si pour tout e > Oil 

existe une décomposition de À en un nombre fini d’ensembles, chacun 

de diamètre inférieur à €. 

Nous allons d’abord montrer qu’un ensemble borné n’est pas nécessairement précompact. 

Exemple 9.2: Soit À le sous-ensemble de l’espace de Hilbert, c’est-à-dire de l’espace /, formé des points 

suivant : 

(110,105, 

CI (OMIS O ER) 

Il ei 

y = (OO) 

Remarquons que d (e,, e;) = \/2 si i = j. Ainsi À est borné ; d’ailleurs, 

d(A) = sup{d(e,e):e,e;E À} = V2 

Par contre, À n’est pas précompact. Car si € — 3 les seuls sous-ensembles non vides de À 

de diamètre inférieur à € sont les singletons, c’est-à-dire les ensembles formés d’un seul 

point. Par conséquent, l’ensemble infini À ne peut être décomposé en un nombre fini 

de sous-ensembles disjoints de diamètre inférieur à L 

La réciproque de l’assertion précédente est cependant vraie, à savoir, 

Proposition 11.16 : Un ensemble précompact est borné. 

Une des relations existant entre la compacité et la précompacité est la suivante : 

Lemme 11.17 : Les ensembles séquentiellement compacts sont précompacts; 
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NOMBRE DE LEBESGUE D'UN RECOUVREMENT 

Soit c4 — {G;}un recouvrement d’une partie À d’un espace métrique X. Un nombre réel 

ô>0 est appelé un nombre de Lebesgue pour le recouvrement si, pour tout sous-ensemble B 

de À de diamètre inférieur à 6, il existe un élément du recouvrement qui contient B. 

Une des relations existant entre la compacité et la notion de nombre de Lebesgue pour un 

recouvrement est la suivante : 

Lemme (de Lebesgue) 11.18 : Tout recouvrement ouvert d’une partie séquentiellement 

compacte d’un espace métrique a un nombre de Lebesgue 

(positif). 

PROBLEMES RESOLUS 

ESPACES COMPACTS 

É: Soit T la topologie cofinie, engendrée par les complémentaires des parties finies d’un 

ensemble X quelconque. Montrer que (X, T) est un espace compact. 

Solution : 

SOHIGE= {G;} un recouvrement ouvert quelconque de X. Choisissons Go€ 6: Puisque T est la 

topologie engendrée par les complémentaires des parties finies de X, Gé est un ensemble fini, ainsi par 

exemple GS Cie vod }. Puisque G est un recouvrement de X, 

C 
POUE chaque a, EG, 3 Gir E G telque 4&€ Gi, 

Ainsi GG C Gi, D 06, etX = GUG= Go LV... .UG;,. Ainsi X est compact. 

2: Montrer qu’un sous-ensemble infini quelconque À d’un espace topologique X discret 

n’est pas compact. 

Solution : 

Rappelons que À n’est pas compact si on peut mettre en évidence un recouvrement ouvert de À 

n’admettant pas de sous-recouvrement fini. Considérons la famille c4 = {{a} : a € A} des singletons 

de A. Remarquons que : (i) -4 est un recouvrement de À ; d’ailleurs À = U{{a}:a E A}, (à) cÂest 

un recouvrement ouvert de À puisque tous les sous<ensembles d’un espace discret sont des ouverts. 

(iii) Aucune sous-famille propre de A n’est un recouvrement de À. (iv) e4 est infinie puisque À est 

infini. Par conséquent, le recouvrement ouvert c4 de À ne contient aucun sous-recouvrement fini, 

ainsi À n’est pas compact. 

Puisque les ensembles finis sont toujours compacts nous avons également démontré qu’un sous- 

ensemble d’un espace discret est compact si et seulement si il est fini. 

3. Démontrer le théorème 11.2 : Soit À une partie d’un espace topologique (X, T). Alors 

les propositions suivantes sont équivalentes : 

(i) À est compacte pour T. 

(ii) À est compacte pour la topologie induite sur À, T, . 

Solution : 

(Gi) = (ü) : Soit {G;} un recouvrement de À ouvert pour T1 D’après la définition de la topologie 

induite, 
3 HET tel que G = ANnH;CH, 

d’où 
AUC U; G; CE U; H; 

et donc {H;} est un recouvrement de À ouvert pour T. D’après (i), À est un compact pour T ; ainsi 

{H;} contient un sous-recouvrement fini, par exemple 

A e Hi, LU ne U H;, H;, € {Hi} 
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Mais alors, 

AC’ A" (Hi, U .…. UH;,) = (A4nA;) U +. U (ANH;,) = Gi, U DÉCALÉ Gin 

Ainsi {G;,} contient un sous-recouvrement fini (G;, NE Gin) et (4 T4) est compact. 

(ü) = (à : Soit {4;} un recouvrement de À ouvert pour T. Posons G; = À NA; ; alors 

ACU,H, > A cAN(U;H) = Vi(ANH) = LiG 

Or G,E T,, donc {G;} est un recouvrement de À ouvert pour T,. Par hypothèse, À est compact pour 

Ta us {G;} contient un sous-recouvrement fini (G;, PR D Par conséquent, 

A C Gi U .…. DGSE = (ANH:;) U +++ U AH) = —rA4n uv À **UH; ) E Hi, U ... U H;,, 

Ainsi on peut extraire de {H;} un sous-recouvrement fini (4; ; Se a et donc À est compact 

pour T. 

Soit (Y, T*) un sous-espace de (X, T) et soit À € Y C X. Montrer que À est compact 

pour T si et seulement si À est compact pour T*. 

Solution : 

Soit T, et re les topologies induites sur À. Alors, d’après le problème, À est compact pour T ou 

T* si et seulement si A est compact pour T, ou pour T* ; or Ty — Ti. 

Démontrer que les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) X est compact. 

(ii) Pour toute famille {F,} de fermés de X, en Dre que {F,} contient une 

sous-famille finie {F, ,..., F,, } telle que Ve N...NF, = @ 

Solution : 

(Gi) (ii) : Supposons N,F, — @. Alors, d’après les lois de De Morgan, 

= @e = (n;F)° = UiFi 
ainsi {F ‘é } est un recouvrement ouvert de X puisque chaque F; est un fermé. Or, par hypothèse, X est 

compact ; d’où 

3 Fis..Fi, E {F} tel que XX = Fi U +. DFE 

Ainsi, d’après les lois de De Morgan, 

D = X° = (Fi; U LR Fin DER A : eue 

et nous avons montré que (i) = (ii). 

(ii) = () : Soit {G;} un recouvrement ouvert de X, c’est-à-dire X = U,G;. D’après les lois de 

De Morgan, 
D = Xe = (U;G)° = n,G 

Puisque chaque G; est ouvert, {Gÿ }est une famille de fermés, qui d’après ce qui précède, a une inter- 

section vide. Ainsi par hypothèse, | 

3 Gi, Gi, € {G;} tel que cn -..n Gi. = 0 

D'où, d’après les lois de De Morgan, 

HO (GE -NnG; LG 0 FEU GARE CAUR NULGS 

Par conséquent, X est compact a donc (üi) = (i). 

m 

Démontrer le théorème 11.4 : Un espace topologique X est compact si et seulement si 
toute famille de fermés {F,} de X possédant la propriété de l'intersection finie a 
elle-même une intersection non vide. 

Solution : 

En utilisant le problème précédent, il suffit de montrer que les assertions suivantes sont équi- 

valentes, où {F;} est une famille quelconque de fermés de X : 
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(i) PNR ce D À ÉTARRRUE > N,F; € À 

(ii) NF; = © — A tr t.q. Pen ir 

Or ces assertions sont les contraposées l’une de l’autre. 

COMPACITE ET ESPACES SEPARES 

7. Démontrer quesi À est une partie compacte d’un espace séparé X et que sip € X\A, 

alors 

3 des ouverts G, H tels que pEG, ACHGNH=O9 

Solution : 

Soit a € À Puisque p € À, p F a. Par hypothèse, X est un espace séparé ; ainsi 

3 deux ouverts G,, H, telsque pEG,,a SHC: D 

Ainsi À CU {H, :a € A}, c'est-àdire {H, :a€ A}est un recouvrement ouvert de À. Or À est compact 

donc 

dE, Hs. € {H:} tels que À C HA U::: UH,,, 
ay’ 

A présent soit H—H,, U...UH,, et Ce 6, Nn...NG,,,. Het G sont ouverts étant 

respectivement réunion et intersection finie d’ouverts. En outre, À C H et p € G puisque p appartient 

à chaque G dj séparément. 

Enfin, nous affirmons que G MH =4@. Notons d’abord que Ga; NH; = @ implique que 

GNH de ®. Ainsi, d’après la distributivité de l'intersection par rapport à la réunion, 

GAH = GN (HU UHa,) = (GNHa,) LU “nt (GO Ha) NOT AUIDR = E0) 

Et la démonstration est achevée. 

8. Soit À une partie compacte d’un espace séparé X. Montrer que si p & À, alors il existe 

un ouvert G tel que p € G C AS. 

Solution : 

D’après le problème 7, il existe des ouverts G et H tels que p EG, ACHet GNH = Q@. Ainsi 

GNA=PeæpeG CAT. 

9. Démontrer le théorème 11.5 : Soit À une partie compacte d’un espace séparé X. Alors À 

est fermée. - 

Solution : 

Nous allons démontrer, ce qui revient au même, que A° est ouverte. Soit p E A, c’est-à-dire 

pŒA. Alors, d’après le problème 8, il existe un ouvert G, tel que pEG, C A. Ainsi 4° = 

U {G, :p€A°T. 

Ainsi À © est ouverte comme réunion d’ouverts, c’est-à-dire que À est fermée. 

10. Démontrer le théorème 11.6 : Soient À et B deux parties compactes disjointes d’un 

espace séparé X. Alors il existe deux ouverts disjoints G et H tels que A CGetBCH. 

Solution : 

Soit a€ À. Alors aŒÆB, puisque À et B sont disjointes. Par hypothèse, B est compacte ; ainsi, 

d’après le problème 7, il existe des ouverts G, et H, tels que 

aceGs BCH, et G,Nn H, = Ÿ 

Puisque a€G,, {G,:a€A }est un recouvrement ouvert de À. Puisque À est compacte, on peut extraire 

un nombre fini de ces ouverts par exemple Ga Ce Com? de telle sorte que AC Gas 2e C) Cam 

Enoutre,BCH, : DU se puisque B est contenu dans chacun séparément. 
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A présent soit G—G, à Li .UG, etH=H, N...NAH, .Remarquons, d’après ce qui 

précède, que 4 € G et que B c H. De DE Get H a. over one union et intersection finie 

respectives d’ouverts. Le théorème est démontré si nous montrons que G et Æ sont disjoints. Remar- 

quons d’abord que pour chaque i, G,.N Ho; — Q implique G, “ H = @. Ainsi, d’ après la distributivité 

de l’intersection par rapport à la ol 

GnH = (Ga VU" U Ga) N H = (Ga NH)U:::U(G,NH) =ROURAUOR N 0 

Ainsi le théorème est démontré. 

Démontrer le théorème 11.8 : Soit f une application continue injective d’un espace 

compact X dans un espace séparé Y. Alors X et f [X] sont homéomorphes. 

Solution : 

f:X—f[X] est surjective et, par hypothèse, injective et continue, ainsi 1-1 : f[XT > existe. Nous 

devons montrer que f "1 est continue. Rappelons que f— —1 est continue si pour tout fermé F de 

X, (71) 1[F] = f[F] est un fermé de f[X]. D’après le théorème 11.3, le sous-ensemble fermé F de 

l’espace compact X est également compact. Puisque f est continue, f [F| est un sous-ensemble compact 

de f [X]. Or le sous-espace f[X] de l’espace séparé est également un espace séparé ; ainsi, d’après le 

théorème 11.5, f[F] est fermé. Par conséquent, f”! est continue donc f : X — f[X] est un homéo- 

morhisme et X et f [X] sont homéomorphes. 

Soit (X, T) compact et soit (X, T*) séparé. Montrer que si T*CT, alors T* =. 

Solution : 

Considérons l'application f: (X, T)>(X, T*) définie par f(x) = x, c’est-à-dire l'application 

identique de X. A présent f est bijective. De plus f est continue puisque T* € T. Ainsi, d’après le 

problème précédent, f est un homéomorphisme et donc T* = T. 

ESPACES SEQUENTIELLEMENT COMPACTS ET ESPACES POSSEDANT LA PROPRIETE 
DE BOLZANO-WEIERSTRASS 

13. 

14. 

Montrer que l’image par une application continue d’un ensemble séquentiellement 
compact est séquentiellement compacte. 

Solution : 

Soit f : À > Y une application continue et soit À un sous-ensemble séquentiellement compact de 

X. Nous voulons montrer que f[A] est un sous-ensemble séquentiellement compact de Y. Soit 

(b,,b,,...)une suite de f [4]. Alors 

dd; as, .  ErA tels que f(a) =b» NrEN 

Or À est séquentiellement compact, donc la suite (a,, a,; .. .) contient une sous-suite (a; Le. 
qui converge vers un point 4, € À. A présent f est contiiues et donc séquentiellement SE donc 

(f(a; 1’ f(a; » Nr — (bi, b ip *: .) converge vers f(a) € f[A] 

Ainsi f [A ] est séquentiellement compact. 

Soit T la topologie sur X formée de ® et des complémentaires des parties au plus dénom- 
brables de X. Montrer qu’aucun sous-ensemble infini de X n’est séquentiellement 
compact. 

Solution : 

Rappelons (exemple 7.3 page 80) que toute suite de (X, T) converge ssi elle est de la forme 

(ai, do, ss Ans? p, P;, D, .. .) 

c’est-à-dire constante à partir d’un certain rang. Ainsi, si À est un sous-ensemble infini de X, il existe 
une suite (b, ) de À ayant des termes tous distincts. Ainsi (b, } ne contient aucune sous-suite conver- 
genteet An est pas séquentiellement comapct. 
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Montrer que : (i) l’image par une application continue d’un espace possédant la pro- 
priété de Bolzano-Weierstrass ne possède pas nécessairement cette propriété ; (ii) qu’un 

fermé d’un espace possédant la propriété de Bolzano-Weierstrass est également un espace 

possédant cette propriété. 

Solution : 

(i) Soit X = (N,T) où T est la topologie définie sur les entiers positifs N, engendrée par les ensembles 

{1, 2}, {3, 4}, {5, 6},... D’après l’exemple 6.3, X possède la propriété de Bolzano-Weierstrass. 

Soit Ÿ = (N,.2) où Dest la topologie discrète sur N. À présent Y ne possède pas la propriété de 

Bolzano-Weierstrass. Par contre, l'application f : X > YŸ qui applique 2n et 2n — 1 sur n pour 

n EN est continue et applique l’ensemble X possédant la propriété de Bolzano-Weierstrass dans 

l’espace N ne la possédant pas Ÿ. 

(ii) Supposons que X possède la propriété de Bolzano-Weierstrass et supposons que F soit un fermé 

de X. Soit À un sous-ensemble infini de F. Puisque F C X, A est également un sous-ensemble 

infini de X. Par hypothèse, X est un espace possédant la propriété de Bolzano-Weierstrass ; alors 

A a un point d’accumulation p € X. Puisque À C F, p est également un point d’accumulation de 

F. Or F est fermé et donc contient ses points d’accumulation ; ainsi p € F. Nous avons montré 

que tout sous-ensemble infini À de F a un point d’accumulationp EF, c’est-à-dire que F possède 

la propriété de Bolzano-Weierstrass. 

Démontrer que si X est compact, alors X possède la propriété de Bolzano-Weierstrass. 

Solution : 

Soit À un sous-ensemble de X n’ayant pas de point d’accumulation dans X. Alors chaque point 

p€EX appartient à un ouvert G contenant au plus un point de A. Remarquons que la famille 

{c, : p EX} est un recouvrement ouvert du compact X et donc qu’elle contient un sous-recouvrement 

fini, par exemple 167 VS GE 

Ainsi AC. Xe Cr Gy Nr D'Gpe 

Mais chaque Go; contient au plus un point de À ; ainsi À, sous-ensemble de G,, U...U G, , contient 

au plus m points, c’est-à-dire À est fini. Par conséquent tout sous-ensemble infini de X contient un 

point d’accumulation dans X, c’est-à-dire X possède la propriété de Bolzano-Weierstrass. 

Démontrer que si X est séquentiellement compact, alors X possède également la pro- 

priété de Bolzano-Weierstrass. 

Solution : 

Soit À un sous-ensemble infini de X. Alors il existe une suite (a,, a,,.. .) de À ayant ses termes 

tous distincts. Puisque X est séquentiellement compact, la suite (02? contient une sous suite 

(a, due .) (à termes également tous distincts) qui converge vers un point p € X. Ainsi tout voisi- 

nage ouvert de p contient une infinité de termes de la sous-suite convergente (a, ). Or les termes sont 

distincts donc tout voisinage ouvert de p contient une infinité de points de À. Par conséquent p € X 

est un point d’accumulation de 4. En d’autres termes, X possède la propriété de Bolzano-Weierstrass. 

Remarque : Noter que les résultats des problèmes 16 et 17 impliquent le théorème 11.9. 

Démontrer que si À € X est séquentiellement compact alors, de tout recouvrement au 

plus dénombrable ouvert de À, on peut extraire un sous-recouvrement fini. 

Solution : 

On peut admettre que À est infini parce que, sinon, la démonstration est triviale. Nous allons 

démontrer la proposition contraposée, c’est-à-dire supposons que 1 un recouvrement ouvert dénom- 

brable {G;:i €EN} n’admettant pas de sous-recouvrement fini. Nous allons définir une suite 

(a, a,,...) de la manière suivante. 
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Soit n, le plus petit entier positif tel que AMG, #Æ ®. Choisissons a, EANG, . Soit n, le 

plus petit entier positif supérieur à n, tel que À N Gr Æ @. Choisissons 

a € ANG») NAN Gn,) 

Un tel point existe toujours, sinon G,. recouvre À. Continuant de cette façon, nous obtenons une 

suite (4j, d,... ) ayant la propriété que pourtouti EN, 

d; EAN Gny d; € oage (A n Gn;) et ni _ Ni 

Nous affirmons que (a;) n’a pas de sous-suite convergente dans À. Soit p € A. Alors 

1 Get Et qe, 2e c 

A présent À N GS Æ Q puisque pE AN Gio ; ainsi 

3 10 € N tel que Gni — Gi 

Mais, d’après le choix de la suite (a,,a,,.. 5 

i>j > uEG 

Par conséquent puisque G; est un ouvert contenant p, aucune sous-suite de (a;) ne converge Vers D. 

Or p a été choisi arbitrairement, ainsi À n’est pas séquentiellement compact. 

COMPACITE DANS LES ESPACES METRIQUES 

19; 

20. 

Démontrer le lemme 11.17 : Soit À un sous-ensemble séquentiellement compact d’un 

espace métrique X. Alors À est précompact. 

Solution : 

Nous allons montrer la proposition contraposée, c’est-à-dire si À n’est pas précompact, alors À 

n’est pas séquentiellement compact. Si À n’est pas précompact, alors il existe un € > O tel que 4 ne 

possède aucun réseau (fini) de maille €. Soit a, € A. Alors il existe un point a, € À tel que 

d (a,, a;) 2 €, car sinon {a,} serait un réseau de maille e pour À. De même, il existe un point a, € À 

tel que d(a,, a,) 2e et que d(a,,a,) > €, car sinon {a,, a, } serait un réseau de maille e pour 4. 
Poursuivant de cette façon, nous obtenons une suite (a,, a,, ...) ayant la propriété que d (a;, a;) 2€ 

pour i Æj. Ainsi la suite (a,,) ne peut contenir aucune sous-suite convergente. En d’autres termes, À 

n’est pas séquentiellement compact. 

Démontrer le lemme (de Lebesgue) 11.18 : Soite4 = {G:;} un recouvrement ouvert d’un 
espace séquentiellement compact A. Alors c4 a un nombre de Lebesgue (positif). 

Solution : 

Supposons que c4 n’ait pas de nombre de Lebesgue (positif). Alors pour tout entier positif ñ € N 

il existe un sous-ensemble B,, de À ayant la propriété que 

O<d(B,)<1/n et B,Œ G; pour tout G, de c4 

Pour chaque n € N choisissons un point b, € B,. Puisque À 

est séquentiellement compact, la suite (b,, b,,...) contient 
une sous-suite (b;,, b; , ...) qui converge vers un point 

19°? 

pEAÀ. $ 

Puisque p € À, p appartient a un ouvert G, du recou- 

vrement . Ainsi il existe une boule ouverte S(p, €) de 

centre p et rayon €, telle que pES(p, e) € G,:- Puisque 

(b;,) converge vers p, il existe un entier positif à, û tel que 

d(p, bin) < 4e, bin, E Bin et d(Bins) < 4e 

Utilisant l'inégalité triangulaire nous obtenons B, © Bu, à té ombré 

S(p; €) € CG. Or ceci contredit le fait que B,, TG; pour = | 
tout G;, du recouvrement c4. Par conséquent e4 possède un 
nombre de Lebesgue strictement positif. 
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Démontrer que si À est un sous-ensemble d’un espace métrique possédant la propriété 
de Bolzano-Weierstrass, alors À est séquentiellement compact. 

Solution : 

Soit (a,, 42, .. .) une suite de À. Si l’ensemble B — {a,,a;,.. } est fini, alors l’un des points, par 

exemple do; vérifie dj) — 4j POUr une infinité d'indices j € N. Ainsi (ai do: .) est une sous-suite de 

(a, ) qui converge vers le point do de À. 

Maintenant, supposons que B = {a,, a,, . ..} soit infini. Par hypothèse, A possède la propriété 

de Bolzano-Weierstrass. Ainsi le sous-ensemble infini B de À contient un point d’accumulation p dans 

A. Or X est un espace métrique, donc on peut choisir une sous-suite (a; » Gr: .) de la suite (a,,) 

qui converge vers le point p de À. En d’autres termes, À est séquentiellement compact. 

Démontrer le théorème 11.14 : Soit À un sous-ensemble d’un espace métrique X. Alors 

les propositions suivantes sont équivalentes : (i) À est compact, (ii) À possède la pro- 

priété de Bolzano-Weierstrass, et (ii) À est séquentiellement compact. 

Solution : 

Rappelons (voir le théorème 11.8) que (i) implique (ii) dans tout espace topologique ; ainsi il en 

de même pour un espace métrique. Dans le problème précédent nous avons montré que (ii) implique 

(iii). Par conséquent, le théorème est démontré et nous montrons que (iä) implique (i). 

Soit À séquentiellement compact et soit 4 = {G;} un recouvrement ouvert de 4. Nous voulons 

montrer que À est compact, c’est-à-dire que ©{ contient un sous-recouvrement fini. Par hypothèse, 

A est séquentiellement compact, d’où, d’après le lemme 11.18, le recouvrement c{ a un nombre de 

Lebesgue 6 > 0. En outre, d’après le lemme 11.17, À est précompact. Ainsi il existe une décompo- 

sition de À en un nombre fini de parties B,,...,B,,, telles que d (B;) < 6. Or Ô est un nombre de 

Lebesgue pour <4; ainsi il existe des ouverts Gi HU Gi, tels que 

B,C Gi bee Gi, 

Par conséquent AC PUB U:- UB.:c Gi UG Ur: UGE 

Ainsi c4 contient un sous-recouvrement fini {G;,, TE ps }, c’est-à-dire À est compact. 

Soit À un sous-ensemble compact d’un espace métrique (X, d). Montrer que pour tout 

BCXilyaun point p € À tel que d (p, B) = d (4,B). 

Solution : 

Soit d (4, B) = €. Puisque d (4, B) = inf {d (a, b) :a€ À, b € B} pour tout entier positif nr EN, 

3 a, € À, b,€B tels que e < d(a,,b,) < e+1/n 

A présent À est compact et donc séquentiellement compact ; ainsi la suite (a,, 4,,...) a une sous- 

suite qui converge vers un point p € À. Nous affirmons que d (p, B)= 4 (A, BE. 

Supposons que d (p, B) > €, c’est-à-dire par exemple que d (p, B)= e + Ô où Ô > 0. Puisque 

une sous-suite de (a,,) converge vers p, 

3 mEN tel que d(p, An) <48 et dan bn) < et1l/n < e+48 

ie dép, an.) + day bn) < 48 +e+45 = +8 = d(p,B) Æ dp,b,,) 

Mais ceci contredit l'inégalité triangulaire ; ainsi d (p, B) =d (4, B). 

Soit À un sous-ensemble compact d’un espace métrique (X, d) et soit B un fermé de X 

tel que A NB = @. Montrer que d (4, B) 0, 

Solution : 

Supposons que d (4, B) = 0. Alors, d’après le problème précédent, 

3 pEA tel que d(p, B) = d(A,B) = 0 
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Or B est fermé et donc contient tous les points dont la distance à B est nulle. Ainsi p € B et donc 

p€EA NB. Mais ceci est contraire à l'hypothèse ; ainsi d (4, B) > O. 

Démontrer que si f est une application continue d’un espace métrique compact (X, d) 
dans un espace métrique (Y, d*), alors f est uniformément continue, c’est-a-dire pour 
tout e > Oil existe un Ô > 0 tel que 

d{x,y) <8 >  d*(f(x),f(y)) < e 

(Remarque : la continuité uniforme est une propriété plus restrictive que la conti- 
nuité, en ce que le à ci-dessus ne dépend que du € et non en plus du point particulier 
choisi.) 

Solution : 

Soit e > 0. Puisque f est continue, pour tout point p € X il existe une boule ouverte S (p, Ô 7) 

telle que 

x E S(p, 6) > f(x) € S(f(p), ke) 

Remarquons que la famille c4 = {S (p, à Fi : p EX} est un recouvrement ouvert de X. Par hypothèse, 

X est compact et donc également séquentiellement compact. Donc le recouvrement e4 possède un 

nombre de Lebesgue non nul ô > O. 

A présent soient x, y E X avec d (x, y) < ô. Or d (x, y) = d {x, y} < 6 implique que {x, y}est 
contenu dans un élément S (p,, Ô p D du recouvrementc4. À présent 

&,y € Spor Ëp) > f(x), f(y) € S((po), ke) 

Or la boule S CEo),+ €) a pour diamètre €. Par conséquent, 

d(x,y) <8 >  d*(f(x), f(y)) < e 

En d’autres termes, f est uniformément continue. 

PROBLEMES SUPPLEMENT AIRES 

ESPACES COMPACTS 

26. 

27 

28. 

29° 

30. 

Démontrer que si E£ est compact et F fermé, alors E N F est compact. 

Soient 4,,..., A, des parties compactes d’un espace topologique X. Montre que AU A 

est également compacte. 
m 

Montrer que la compacité est une propriété topologique. 

Démontrer la proposition 11.11 : La famille T » est une topologie sur X,. et (X., T.) est une compac- 
tification de (X, T).(Ici(X., T.) est la compactification d’Alexandrov de (X, T).) : ; 

Démontrer le théorème 11.12 : Si (X,T) est un espace séparé localement compact, alors (X,,T.) est 
un espace compact séparé. 

ESPACES SEQUENTIELLEMENT COMPACTS ET ESPACES POSSEDANT LA PROPRIETE DE BOLZANO- 
WEIERSTRASS 

31. Montrer que la compacité séquentielle est une propriété topologique. 

32: Démontrer qu’une partie fermée d’un espace séquentiellement compact est séquentiellement compacte. 

3% Montrer que la propriété de Bolzano-Weierstrass est une propriété topologique. 

34. Supposons que (X, T) possède la propriété de Bolzano-Weïerstrass et que T* < T. Montrer que 
(X, T*) possède également la propriété de Bolzano-Weierstrass. 
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Démontrer que si X est un espace topologique tel que de tout recouvrement ouvert au plus dénom- 

brable de X on puisse extraire un sous-recouvrement fini, alors X possède la propriété de Bolzano- 

Weierestrass. 

Démontrer que si X est un espace T,, alors X possède la propriété de Bolzano-Weierstrass si et 

seulement si de tout recouvrement ouvert au plus dénombrable de X on peut extraire un sous-recou- 

vrement fini. 

Démontrer que si X est un espace T, verfifiant le deuxième axiome de dénombrabilité, alors X est 

compact si et seulement si X possède la propriété de Bolzano-Weierstrass. 

ESPACES PRECOMPACTS 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

Démontrer la proposition 11.15 : Un ensemble À est précompact si et seulement si pour tout € > O0 

il existe une décomposition de À en un nombre fini de parties chacune de diamètre inférieur à €. 

Démontrer la proposition 11.16 : Un espace précompact est borné. 

Montrer que toute partie d’un espace précompact est précompacte. 

Montrer que si À est précompact il en est de même de À. 

Démontrer qu’un espace métrique précompact est séparable. 

COMPACITE ET ESPACES METRIQUES 

43. 

44. 

45. 

46. 

47. 

48. 

Démontrer qu’une partie compacte d’un espace métrique X est fermée bornée. 

Démontrer que si f: X > Ÿ est une application continue d’un espace compact X dans un espace 

métrique Ÿ, alors f [X] est une partie bornée de Y. 

Démontrer qu’une partie À de la droite réelle R est compacte si et seulement si elle est fermée bornée. 

Démontrer que si À est une partie compacte d’un espace métrique X, alors l’ensemble dérivé 4’ dé À est 

compact. 

Démontrer que le cube de Hilbert I — {(a,,) : 0 <a,, < 1/n}est un sous-ensemble compact de R”. 

Démontrer que si À et B sont des parties compactes d’un espace métrique X, alors il existe a € À et 

bE B tels que d (a, b) = d (A, B). 

ESPACES LOCALEMENT COMPACTS 

49. 

50. 

51. 

52. 

33. 

Montrer que la locale compacité est une propriété topologique. 

Montrer que tout espace discret est localement compact. 

Montrer que tout ensemble muni de la topologie grossière est localement compact. 

Montrer que le plan R? muni de la topologie usuelle est localement compact. 

Démontrer que si À est un fermé d’un espace localement compact (X, T). alors À muni de la topologie 

induite est localement compact. 



CHAPITRE 12 

Espaces produits 

TOPOLOGIE PRODUIT 

Soit {X; : i € I} une famille quelconque d’ensembles et soit X le produit cartésien de ces 

ensembles, c’est-à-dire X = Il, X;. Notons que X est formé des points p = (a :i€I ) où a, € X;. 

Rappelons que pour tout j, € I nous avons défini la projection To de l’espace produit X sur 

l’espace coordonnée X; , c’est-à-dire Tjo de X;, par 

(Ai 1 D) = di, 

Ce sont ces projections qu’on utilise pour définir la topologie produit. 

DEFINITION: Soit {(X,, T:)} une famille d’espaces topologiques et soit X le produit des en- 

sembles X,, c’est-à-dire X — Il, X;. La topologie la moins fine T sur X pour la- 
quelle toutes les projections 7, : X > X; sont continues est appelée la topologie 

produit (ou de Tychonoff). L'ensemble produit X muni de la topologie produit, 

c’est-à-dire (X, T),est appelé l’espace topologique produit ou plus simplement 

l’espace produit. 

En d’autres termes, la topologie produit T sur l’ensemble produit X = Il; X; est la topo- 

logie engendrée par les projections (voir au chapitre 7). 

Exemple 1.1 : Considérons le plan cartésien R?2=RXxR. Rappelons que les images réciproques 

1! (a, b) et m; 1 (a, b) sont des bandes ouvertes infinies qui constituent une sous base 

de la topologie usuelle de R? 

} 
l 

| 
| 
| 
| 
le 

| 
| 
| 

} 
| 
l 

moi (a, b) 7, (a, b) 

Ainsi la topologie usuelle de R? est la topologie engendrée par les projections de R? dans 

KR. 

En vertu de la définition ci-dessus nous pouvons énoncer le résultat de l’exemple 1.1 sous 
la forme suivante : 

Théorème 12.1 : La topologie usuelle de R? = R x R est la topologie produit. 
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Exemple 1.2: Soit {X, : i € I} une famille d’espaces séparés et soit X l’espace produit, c’est-à-dire 

X = Il; X;. Nous allons montrer que X est également un espace séparé. Soit p — (a;:i€I) 
et q =(b;:i€ I) deux points distincts de X. Alors p et q diffèrent en au moins un 
espace coordonnée, par exemple À; > c’est-à-dire a, FÆ bo Par hypothèse 4 est sé- 

paré ; ainsil il existe deux ouverts disjoints G et H de À, tels que & E Get bi, € H. 

D’après la définition de l’espace produit, la projection To : ie À, est continue. Par 

conséquent me [G] et LPS [A] sont des ouverts disjoints de X contenant respectivement 

p et q. Ainsi X est également un espace séparé. 

BASE DE LA TOPOLOGIE PRODUIT POUR UN PRODUIT FINI 

Le produit cartésien À x B de deux intervalles ouverts finis À et B est un rectangle ouvert 

de R? comme on l’a représenté ci-dessous. 

Comme on l’a noté précédemment, les rectangles ouverts constituent une base de la topo- 

logie usuelle de R? laquelle est également la topologie produit sur R?. La même proposition est 

vraie pour toute topologie produit définie par un produit fini. A savoir, 

Proposition 12.2 : Soient X,,...,X,, une famille finie d'espaces topologiques et soit X 

l’espace produit, c’est-à-dire X = X, x...x X,,. Alors les sous-ensembles 

suivants de l’espace produit X, 

Gi X Ga X +: X Gm 

où G; est un ouvert de X,, forment une base de la topologie produit définie 

sur X. 

Comme nous le verrons au paragraphe suivant, la proposition précédente n’est pas vraie 

pour un produit infini. 

SOUS-BASE ET BASE DE DEFINITION DE LA TOPOLOGIE PRODUIT 

Soit {X, : i € I} une famille d’espaces topologiques et soit X l’espace produit, c’est-à-dire 

X = I,X;. Si G; est un ouvert de l’espace coordonnée X;, , alors 7 [G;,] est formé des 

points p = (a, : ne I) de X tels que To (p) € G En d’autres termes 

nu [Go] = II {X; 41H di X Gio 
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En particulier, si on a affaire à une famille dénombrable d’espaces topologiques, par exemple 

{X,,X,,...}, alors l’espace produit + 

X _. [I À» — x x X2 X X3 > 00 

est formé par les suites NS £ 
p = (@1, 2, 3, ee ) ou An = Xn 

et, de plus, 7j [Gi] = Xi ne RAR ES 

Par définition, la topologie produit sur X est la plus “petite” c’est-à-dire la moins fine des 

topologies sur X pour lesquelles les projections soient continues, c’est-à-dire la topologie engen- 

drée par les projections. Par conséquent, les images réciproques d’ouverts des espaces coordon- 

nées constituent une sous-base de la topologie produit (théorème 7.8). A savoir, 

Théorème 12.3 : La famille des parties d’un espace produit X = II; X; de la forme 

7, |Gul = [LL {X: 171) X Gi 
"0 

où G; est un ouvert de l’espace coordonnée À; > est une sous-base et est 

appelée la sous-base de définition de la topologie produit. 

En outre, puisque les intersections finies des éléments de la sous-base constituent une base 

de la topologie, nous avons également le 

Théorème 12.4 : La famille des parties d’un espace produit X = Il, X; de la forme 

a CAN er GT) Æ ITA TA LOGE ETC 
î1 

à G; est un ouvert de l’espace coordonnée À, , est une base et est appelée 

la base de définition de la topologie produit. 

Utilisant les propriétés ci-dessus nous pouvons démontrer les faits essentiels suivants 

concernant les espaces produits. 

Théorème 12.5 : Une application f d’un espace topologique Ÿ y F2 x 
dans un espace produit X = II, X; est conti- 
nue si et seulement si, pour toute projection Ti 
T;, l'application composée 7, ° f : Y — X; est or 
également continue X. 

î 

Théorème 12.6 : Toute projection 7, : X > X, sur un espace produit X = Il; X; est à la fois 
ouverte et continue, c’est-à-dire bicontinue. 

Théorème 12.7 : Une suite p,,p,,... de points d’un espace produit X = Il; X; converge vers 
le point qg de si et seulement si, pour chaque projection 7, : X — X,;, la 
suite ñ,(p;),ñ;(p;),... converge vers 7;(q) dans l’espace coordonnée X:. 

En d’autres termes, si p, = (qi, }, Pa = (a; ),... et q = (b;) sont des points d’un espace 
produit X = I, X;, alors 

P, ” q dans %" si An, b;, dans tout espace coordonnée X; 

EXEMPLE D’UN ESPACE PRODUIT 

Désignons par R; un exemplaire de R, ensemble des nombres réels muni de la topologie 
usuelle, indexé par l'intervalle unité fermé I = [0,1]. Considérons l’espace produit 
X = H{R;:i€I}. Nous pouvons représenter X graphiquement comme sur la figure ci-après. 
Ici l’axe horizontal représente l’ensemble d’indices I = [0, 1] et chaque droite verticale passant 
par un point de I, par exemple j, , représente l’espace coordonnée E; . Considérons un élément 

= (a,:i€ I) de l’espace produit X. Remarquons que p associe à chaque nombre i € I le 
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nombre réel a,, c’est-à-dire p est une application à valeurs 
réelles définie sur l’ensemble d'indices Z = [0,1]. En 
d’autres termes, l’espace produit X est la famille de toutes 
les applications à valeurs réelles définies sur I, c’est-à-dire 

X: =, .{p DR) 

Quelques éléments de X ont également été représentés sur 
la figure. 

Nous allons maintenant décrire l’un des éléments de 
la sous-base de définition © de la topologie produit sur 
X. On rappelle que «f est constituée sur les ensembles de 
X de la forme 

Ti [Gi] = II {R: ‘41 qe) X Gi 

où G; est un ouvert de l’espace coordonnée R; . SUPPO- 

sons que G soit l’intervalle ouvert (1,2). Alors 7; 4 [G; ] 

est formé par les points p = (a, :i€ I) de X tels que 
A EG; = (1;2), c’est-à-dire des applications p : IR 

telles que 1 <p(j,) < 2. Graphiquement, LPS [G, ] est 

formé par toutes les applications dont le graphe passe 

par l’intervalle G, = (1, 2) situé sur la droite verticale re- 

présentent l’espace coordonnée R;, , comme on l’a repré- 
senté sur le schéma ci-contre. 

Enfin, nous allons décrire l’un des ouverts, B, de la 

base de définition de la topologie produit sur X. On rap- 

pelle que B est égal à l’intersection d’un nombre fini 

d'éléments de la sous-base de définition «f de la topologie 

produit, par exemple, 

Re Ti [G:;,] N Te [Gi] N +, ! [Gi] 
13 

— [L£R.: À Æ Ÿ 1 Jo Ja} X Gi, X Gi X Gig 

Graphiquement, on voit que B est formé des applications 

dont le graphe passe par les ouverts G;. ; G;, et G;, situées 

sur les droites verticales représentant les espaces coordon- 

nées KR; , R;, et R;,. Quelques éléments de B ont éte re- 

présentés sur le schéma ci-contre. 

Considérons la proposition suivante. 

Proposition 12.8 : Soit {(X;, Ti)} une famille d’espaces 

topologiques et soit X le produit des 

ensembles X,, c’est-à-dire X = I; X;. 

Alors les sous-ensembles de X de la 

forme [I aiie I) Eléments de B 
dite 

où G; est un ouvert de l’espace coordonnée X, constituent une base d’une 

topologie sur l’ensemble produit X. 

Remarque : La topologie sur l’ensemble produit X — Il, X, apparaissant dans la proposition 

12.8 n’est pas toujours identique à la topologie produit sur X telle qu’elle a été 

définie dans ce chapitre. D’autre part, la proposition 12.2 montre que les deux 

topologies coïncident dans le cas de la topologie produit définie par un produit 

fini. Historiquement la topologie de la proposition 12.8 est apparue et a été étu- 

diée en premier. On doit à Tychonoff, la définition de la topologie produit (de 

Tychonoff) et la démonstration grâce à elle d’un des théorèmes les plus impor- 

tants et les plus utilisés de la topologie, le théorème de Tychonoff sur le produit 

de compacts. C’est à cause de ce théorème que la topologie produit est consi- 

dérée comme la “bonne” topologie de l’ensemble produit. 
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THEOREME DE TYCHONOFF SUR LE PRODUIT DE COMPACTS 

Une propriété P d’un espace topologique est dite invariante par passage au produit si un es- 

pace produit X = Il, X; possède P chaque fois que les espaces coordonnées X; possèdent P. Par 

exemple, la propriété P d’être un espace séparé est invariante par passage au produit puisque, en 

vertu de l’exemple 1.2, le produit d’espaces séparés est également un espace séparé. Le célèbre 

théorème de Tychonoff sur les produits d’espaces compacts affirme que la compacité est égale- 

ment une propriété invariante par passage au produit : 

Théorème (de Tychonoff) 12.9 : Le produit d’espace compacts est compact. 

La démonstration du théorème 12.9 donnée dans les problèmes résolus est fondée sur le 

lemme suivant de théorie des ensembles ; la démonstration de ce lemme nécessite le lemme de 

Zorn. Cela n’est pas trop surprenant du fait qu’on a pu montrer que le théorème de Tychonoff 

est en fait équivalent au lemme de Zorn. | 

Lemme 12.10 :  Soitce4 une famille de parties d’un ensemble X possèdant la propriété de l’in- 
tersection finie. Considérons la classe P de toutes les familles contenant cA et 
qui possèdent la propriété de l'intersection finie. Alors P, ordonnée par in- 
clusion, contient un élément maximal M. 

Rappelons (voir au chapitre 11) qu’une famille 4 = {A : i € I} possède la propriété de 
l'intersection finie si toute sous-famille finie dec4, par exemple {AÀ;, ,...,A; },a une inter- 
section non vide, c’est-à-dire A; NL SAAASE #10 , Fe 

m 

PRODUITS D'ESPACES METRIQUES 

Soit {(X;, d;)} une famille d’espaces métriques et soit X le produit des ensembles X;, c’est- 

à-dire X = Il, X,. Puisque les espaces métriques (X;,d;) sont également des espaces topolo- 

giques, on peut parler de la topologie produit sur X. Par ailleurs, il est nautrel de se demander 

s’il est possible ou non de définir une distance d sur l’ensemble produit X de telle sorte que la 

topologie sur X induite par la distance d soit identique à cette topologie produit. Les deux pro- 

positions suivantes donnent une réponse positive à cette question dans le cas d’une famille finie 

ou dénombrable d’espaces métriques. Les distances données sont en aucune manière uniques. 

Proposition 12.11 : Soient (X,,d,),...,(X,, d,) des espaces métriques et soit 
Did ee 0 = vret ga = (b,,...,b,,) deux points arbitraires de l’en- 

semble produit X = TT X;. Alors chacune des applications définies par 
i=1 

les formules suivantes est une distance sur l’ensemble produit X : 

d(p,q) = di(ai, 1)? + -:: + dm(m, Om)? 

d(p,g) = max {di(ai, bi), ..., dm(am, Om)} 

d(p,qg) = dif, b1) + :-: + dm(am, Om) ; 

En outre, la topologie sur X induite par chacune des distances ci-dessus 
est la topologie produit. 

Proposition 12.12 : Soit {(X,,d,),(X,, d,),...} une famille dénombrable d’espaces mé- 
triques et soient p = (a,,a,,...) et q = (b,,b,,...) deux points ar- 

bitraires de l’ensemble produit X = |] ZX, . Alors l’application d définie 
par n=1 

co 1 dn(An, b;) d(p,9) = 2 1+ difar, br) 
(p q) 2 2n l +- d(anr, b;) 

est une distance sur l’ensemble produit X et la topologie induite par d est 
la topologie produit. 
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ENSEMBLE DE CANTOR 

Nous allons à présent construire un ensemble T de nombres réels, appelé l’ensemble de 
Cantor, qui a des propriétés remarquables. Divisons en trois l'intervalle unité fermé I = [0, 1] 

aux points + et ? et ensuite enlevons l'intervalle ouvert (+> +) appelé “le tiers du milieu”. Dé- 
signons par T, les points restants de I, c’est-à-dire, 

Ti = [0,4] U [8 1] 

Nous allons à présent diviser en trois chacun des deux segments de T, en TL È et 3 , È et ensuite 

enlever le “tiers du milieu” de chacun des deux segments, c’est-à-dire (++) et Ce +). Dési- 
gnons par T, les points restants de T, , c’est-à-dire, 

Tr = [O, $ U [$, à] U [8, 3] U [$, 1] 

Si on continue ainsi nous obtenons une suite décroissante d’ensembles 

TO Ts DUT 

où T,, est formé des points de T,,_, n’appartenant pas aux “tiers du milieu”, comme on l’a re- 

présente. 

1 

Ti ———_————————————…—…—…—. — —] ————— 

0 4 2 1 
D ——————@ 2 ————_—"@ ——— — "Qt 

F0 + 3 1 
Ty @—0—0—0 00 —0—0 6000 0e —e— 

0 + à 1 

Remarquons que T,, est formé de 2” intervalles fermés disjoints et, si on les numérote à la 

suite de gauche à droite, on peut parler des intervalles pairs ou impairs constituant T,, . 

L'ensemble de Cantor T est égal à l'intersection de ces ensembles, c’est-à-dire 

P=N(F : te NF. 

PROPRIETES DE L'ENSEMBLE DE CANTOR 

Nous allons définir une application f sur l’ensemble de Cantor T de la manière suivante : 

f(x) = (di, 2, .. F) 

0 si x appartient à un intervalle impair de T,, 
Dr 

2 si x appartient un intervalle pair de Le 

La suite précédente correspond précisément à un développement en base 3 de x, c’est-à-dire 

1 L À ï 
æ — a (3) Te a(s) 4e a(7) EM ot an (gx) recu 

Considérons maintenant un espace discret à deux éléments, par exemple À = {0,2}, et 

désignons par À, un exemplaire de À indexé par i € N ensemble des entiers positifs. 

Proposotion 12.13 : L'ensemble de Cantor Test homéomorphe à l’espace produit 

X,.= II {A;:1E€E N} 

En particulier l'application f : T > X définie ci-dessus est un homéomorphisme. 
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Remarque : L’ensemble de Cantor T possède les propriétés intéressantes suivantes : 

(1) T n’est pas dénombrable. Car T est équipotent à l’ensemble des suites 

(a,,a,,...)où a, = 0 ou 2, dont le cardinal est 2 = €; 

(2) T est de “mesure” nulle. Car la mesure du complémentaire de T par rap- 

port à 1 = [0,1], c’est-à-dire de la réunion des tiers du milieu, est égale à 

1 
3-9 opel 

Mais la mesure de J = [0,1] est également 1. Ainsi la mesure de Test nulle. 

PROBLEMES RESOLUS 

ESPACES PRODUITS 

ke Considérons la topologie T = {X,@, {a}, {b,c}} sur X = {a, b, c} et la topologie 

T* = {Y,@,{u}}sur Y = {uv}. 

(i) Déterminer la sous-base de définition <j de la topologie produit sur X x de 

(ii) Déterminer la base de définition 3 de la topologie produit sur X x Ÿ. 

Solution : 

Notons d’abord que XXY — {{a,u), (av), (b,u), (b,vw), (cu), (c,v)} 

2 

est l’ensemble produit sur lequel la topologie produit est définie. 

(i) La sous-base de définition <f est la famille des images réciproques 7, 1[G]et Re. 1 [A] où G est un 

ouvert de X et X est un ouvert de Y. Effectuant les calculs, on a 

r-1[x] TA AN NE 

7-1 [0] sr lOe 30 
m_l[{a}] = {(a,u), (a,v)} 

Fa [{b, c}] {(b,u), (b,v), (c,u), (c, v}} 

7! [{ui] = {{a,u), (b,u), (c,u)} 

Ainsi la sous-base de définition -f est formée des parties de X x Y ci-dessus. 

(ii) La base de définition 3 est constituée par les intersections finies des éléments de la sous-base de 

définition c/-+ C’est-à-dire 

B = {XXY, D, {(a,u)}, {(b,u), (c,u)}, {a,u), (a, v}}, 

{(b,u), (b,v), (c,u), (c,v)}, {(a,u), (b,u), (c,u)}} 

2. . Démontrer le théorème 12.5 : Une application f : X > Y f 
d’un espace topologique Y dans un espace produit Y - X 
X = Il, X,; est continue si et seulement si, pour toute pro- [= 
jection 7,:X—X,, la composée m,ocf:YX; est 707 
continue. X; 

Solution : 

D’après la définition de l’espace produit, les projections sont continues. Donc si f est continue, 

alors ñ,° f, composée de deux applications continues, est également continue. 

Réciproquement, supposons que chacune des applications composées 7, © f : Y — X; soit conti- 

nue. Soit G un ouvert de X;. Alors, d’après la continuité de m; ° f, 

(riof)=1[G] = f1[r; [GI] 

est un ouvert de Ÿ. Mais la famille des ensembles de la forme | 

7; (G], où G estunouvertde x, 
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est la sous-base de définition de la topologie produit sur X. Puisque leurs images réciproques par f sont 

des ouverts de Y, f est une application continue d’après le théorème 7.2. 

Soit B un élément de la base de définition d’un espace produit X = Il; X;. Montrer que 

la projection de B sur tout espace coordonnée est un ouvert. 

Solution : 

Puisque B appartient à la base de définition de X, 

B — DEEE ee, la X Gi, RACE RDS Gi, 

où Ge est un ouvert de À, Donc, pour toute projection n,, : X > X,,, 

NS or Mn cal 
rB} = (2 ie UNE 

Ge Si de li -c1lm) 

Dans l’un ou l’autre cas 7, (B) est un ouvert. 
a 

Démontrer le théorème 12.6 : Toute projection 7; : X > X; sur un espace produit 

X = II, X, est à la fois ouverte et continue, c’est-à-dire bicontinue. 

Solution : 

D’après la définition de l’espace produit, les projections sont continues. Ainsi il nous suffit de 

montrer qu’elles sont ouvertes. 

Soit G un ouvert de l’espace produit X = Il; X;. Pour tout point p € G il existe un élément B 

de la base de définition de la topologie produit tel que p € B C G. Ainsi, pour toute projection 

TAXE 
Ti(D) E ri[B] Œ ri[G] 

D’après le problème précédent, n;[B] est un ouvert. En d’autres termes, tout point 7;(p) de m;[G] 

appartient à un ouvert m;[A] qui est contenu dans 7;[G]. Ainsi m;[G] est un ouvert. 

Démontrer le théorème 12.7 : Une suite p1, p2, .. . de points d’un espace produit 

X=II; X; converge vers le point q € X si et seulement si, pour toute projection 

T; : X > X;, la suite 7;(P1), Ti:(P2), . . . COnverge vers m;(q) dans l’espace coordonnée 

X:. 

Solution : 

Supposons que P?, ” q. Alors, puisque toutes les projections sont continues, T;(Pn) > Tia). 

Réciproquement, supposons que Tj(Pn) > miq) pour toute projection 7m;. Afin de démontrer 

que ph  q, il suffit de montrer que si B est un élément de la base de définition de l’espace produit 

X = I; X; contenant le point q € X, alors, 

10EN telque n>n > PneB 

D’après la définition de la base de définition de l’espace produit X = Il; X;, 

B — Ti (G;] MT ES (0 ss [G;,] 

où Gjx est un ouvert de l’espace coordonnée Xjz- Rappelons que q € B ; ainsi Tj, (4) Æ 7j, [2] = 

Gi,» es Tj,(4) € TjinlB] = Gj,,- Par hypothèse, Tj,(Pn) ie Tj, (a). Ainsi DOUrT Chaque le enr, 

1nEN tlque n>nm > rfEG, > PET, '(G] 

Soit 0 = Max (n1,..., 1m). AlOTS 

n > —) PnEr; 1G;]l ISERE) LE [G;,,] — B 

Par conséquent, Ph ? 4. 
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THEOREME DE TYCHONOFF 

6. Démontrer le leëmme 12.10 : Soite4 une famille de parties d’un ensemble X possédant la 
propriété de l’intersection finie. Considérons la classe P des familles contenant cA et qui 
possèdent aussi la propriété de l'intersection finie. Alors P, ordonnée par inclusion, 
contient un élément maximal M. 

Solution : 

Soit T = {B;} une sous-famille totalement ordonnée de P, et soit B = U;8;. Nous allons montrer 
que 2 appartient à P, c’est-à-dire que est une famille de parties de X contenant e4 et qui possède 
aussi la propriété de l'intersection finie. Il s’ensuivra alors que est un majorant de T et donc, par le 

lemme de Zorn, que P contient un élément maximal... 

Il est clair que 8 — U;B; est une famille de parties contenant c4 puisqu'il en est ainsi pour 

chaque 3, Pour montrer que possède la propriété de l'intersection finie, soit {A1,...,A,)}une 

sous-famille finie quelconque de 8.Or 2 = U;,8,;; d’où 

3 Bi,..., Bi, ET tels que A1 € Bip... Am € Bi, 

Rappelons que T est totalement ordonnée ; ainsi l’une des familles, par exemple 3 io? contient tous les 

ensembles À; et, de plus, puisqu'elle possède la propriété de l'intersection finie, 

ANnANn:: NA» # Q 

Nous venons de montrer que toute sous-famille finie {41,...,4,} de 8 a une intersection non vide, 

c’est-à-dire que possède la propriété de l'intersection finie. Par conséquent, 8 appartient à P. 

Démontrer que l’élément maximal 4 du lemme 12.10 possède les propriétés suivantes : 

(i) Toute partie contenant un élément de 4 appartient également à M. 

(ii) L'’intersection d’un nombre fini d’éléments de 47 appartient également à M. 

(iü) SiA N M Æ Q pour tout M E M, alors À appartient à M. 

Solution : 

Nous allons seulement démontrer (ii) ici. Les démonstrations de (i) et (ïii) sont laissées au lecteur 

comme problèmes supplémentaires. 

(ü) Nous allons démontrer que l'intersection de deux parties quelconques À, B € «1 appartient égale- 
ment à «#. Le théorème s’ensuivra alors par récurrence. Soit C = A N B. Si nous montrons que 
M U {C} a la propriété d’intersection finie, alors e# U {C} va appartenir à P et, puisque e# est 
maximal dans P,e# = «4 U {CT}. Ainsi C appartiendra à «7, ce qu’il fallait démontrer. 

Soit {A41,4:,...,4,} une sous-famille finie de #4 U {C}. Il y a deux cas à envisager : 

CasI.  Cn’appartient pas à {4,,..., 4,4} € «M U {C}. Alors {A1,..., 4} est une sous-famille 
finie de <# seul. Or possède la propriété de l'intersection finie ; ainsi A, N...NA, # Q. 

Cas II. C'appartient à {4,,...,A,}, par exemple C — 4A,. Alors 

AIT NA = CAN NA = NA NMBNTAS NN REMONA A0 

puisque À, B,A3,...,Am € M. 

Dans l’un ou l’autre cas, {A,,..., 4,,} a une intersection non vide. Ainsi «U {C} EP et pour les 
raisons indiquées ci-dessus, C € .«#. 

Démontrer le théorème (de Tychonoff) 12.9 : Soit {A; : i E I} une famille d’espaces 
topologiques compacts. Alors l’espace produit X = II {A; : i EI} est également compact. 

Solution : 

Soit «4 — {F;} une famille de fermés de X possédant la propriété de l'intersection finie. Le théo- 
rème est démontré si nous montrons que c4 a une intersection non vide, c’est-à-dire, 

1pEX tel que pEF; pourtout F;€cA 
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Soit. = {M}, : kE K} une famille maximale contenant e4 et possédant la propriété de l’inter- 

section finie (voir le lemme 12.10). Définissons «4 = {M, : k € K}.Remarquons que 

Ainsi, si nous démontrons que «77 a une intersection non vide. alors c4 aura également une intersection 

non vide. En d’autres termes. la démonstration est achevée si 

I1pEX telque pEMzy pourtout kEK 

ou, ce qui revient au même, 

A1pEX telque pEBBNM; FO pourtout kEK (1) 

où B est un élément de la base de définition de la topologie produit sur X = If; 4;, puisque alors p est 

un point d’accumulation de chacun des ensembles M} et donc contenu dans M}. 

Rappelons que<% = {M4 : kEK} a la propriété d’intersection finie ; ainsi pour chaque projection 

m;: À > À;, la famille 

{r;[M,] : k€ K} 

de parties de l’espace coordonnée À; a aussi la propriété de l'intersection finie. Ainsi la famille des 

adhérences 
{ri[M;] : kE K} 

est une famille de fermés de À; ayant la propriété de l'intersection finie. Par hypothèse, À; est compact ; 

ainsi {1[M,] : k E K} a une intersection non vide, c’est-à-dire, 

4a,€ A; telque a;Eml[My] pourtout KkEK 

ou, de manière équivalente 

da,E A; telque 4a,€EG;>G;NnM] #@ pourtout kEK (2) 

où G; est un ouvert quelconque de l’espace coordonnée 4;. 

Définissons p = (a; : i E I). Nous voulons montrer que p vérifie la condition (1)}.Onap EB où B 

est un élément de la base de définition de la topologie produit sur # = Il; 4;, c’est-à-dire, 

b;,3E Ti (GENE RE N Te [G,,] 

où G;,, est un ouvert de 4; . 

Remarquons que p € B implique que Ti1(P) = 4j, appartient à Ti[2] = Gi, Ainsi, d’après (2) 

ci-dessus, 

Gi, N ri lMi] # O pour tout kEeK 

ce qui implique que 

mes [Gi] N M, —= (II {A;: à Æ ü} X Gi.) AN M4 Æ Q pour tout My E M 

1 

< 

D'après la propriété (ii) de 77, énoncée dans le problème précédent, m5, [Gi] appartient à «#. De 

manière analogue, 7 (Gil, SNS mn lGim appartient également à :77. Mais -77 possède la propriété 

de l'intersection finie ; donc 

BALE rl Son 751(G,]N M, # D pourtout kKEK 
LG m Te 

Ainsi (1) est vérifiée et le théorème est démontré. 

ENSEMBLE DE CANTOR 

9. Montrer que l’ensemble de Cantor est un fermé de R. 

Solution : 

Rappelons que T,,, est la réunion de 2" intervalles fermés. Ainsi T,,, réunion de fermés en nombre 

fini, est également fermé. Or T = N {T; : i E N} ; ainsi T est fermé comme intersection de fermés. 
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10. 

LT 

12. 
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Montrer que T est compact. 

Solution : 

Puisque T est un ensemble fermé borné de nombres réels, c’est un compact. 

Soit X = IT {A, : i € N} où À; = {0, 2} muni de la topologie discrète. Montrer que X 

est compact. 

Solution : 

Remarquons que À; est compact puisque fini. Donc, d’après le théorème de Tychonoff, X = Il; 4; 

est également compact. 

Soit X = IT {A, :i EN} où À; = {0,2} muni de la topologie discrète. 

(i) Démontrer que l’application f : X > T définie par 

fa, a, ..:) = ff) + @(3) + af) +: = ZX «(8 
est continue. 

(ii) Démontrer que X est homéomorphe à T. 

Solution : 

() Soit p =(ai,a2,..)€EX et soit e > 0. Nous devons montrer qu’il y a un ouvert B de X conte- 
nant p tel que 

x EB implique |f(x) —f(p)| <e 
CO 

Notons que Ÿ (2) converge. Ainsi 
i=1 co 

1RNEN  telque Si rSe 
1 = not 1 

Considérons le sous-ensemble 

B — {a} X {ao} IX {an} X An+1 X An+2 Xriree 

de X. Remarquons que p € B et que B est un élément de la base de définition de la topologie 

produit sur X = Il; A; et donc est un ouvert. De plus, 

A = (C2 ….) Ans? ba+1 bn+2 te ) € B 

implique œ ce 
lf(æ) — f(p)| = D ent) AN Na 

i= not 1 (To not 1 

Ainsi f est continue. 

(äi) L'application f : À — T est une application bijective de l’espace compact X dans l’espace métrique 

T. D’après le théorème 11.8, f est un homéomorphisme. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

ESPACES PRODUITS 

16£ 

14. 

15: 

16. 

Montrer que la propriété d’être un espace T, est invariante par passage au produit, c’est-à-dire que le 

produit d'espaces T, est un espace T1. 

Montrer que la propriété d’être un espace régulier est invariante par passage au produit. 

Montrer que la propriété d’être un espace complètement régulier est invariante par passage au produit. 

Démontrer que sip = (a; : i€I)est un point quelconque d’un espace produit X = II {X; : EI}, alors 
pour tout jo EL, 

Xj, *H{a;:i#jo} est homéomorphe à Xj, 



17 

18. 

19: 

20. 

21. 

22 

23. 

24. 
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(Dans le cas particulier de l’espace euclidien de dimension 3, R*, ce théorème permet d’affirmer que la 

droite, par exemple 

Y = {a} X {a} X Rs — {(a,0,%):x ER} 

passant par p = (a,, a), az), est homéomorphe à R.) Voir la figure (a). 

Fig. (a) Fig. (b) 

Démontrer que si p = (a; :i€lI)est un point quelconque d’un espace produit X = II {X;:1€ T}, alors 

pour tout jo € 1, 

{aj,} x H{X;:i#jo} est homéomorphe à I {X;:i# jo} 

(Dans le cas particulier de Re espace euclidien de dimension 3, ce théorème permet d’affirmer que le 

plan, par exemple 

Y = R XR, X {as} = ({(«,y,a3):#,y ER} 

passant par p = (a3,42,43), est homéomorphe à R?=RxR.) Voir figure (b). 

Démontrer la réciproque du théorème de Tychonoff, c’est-à-dire si un espace produit X = Il; X; est 

compact, alors chacun des espaces coordonnées X; est également compact. 

Soit À un sous-ensemble d’un espace produit X = II {X;:i€I} et soit m;, : À + À; la restriction de la 

projection 7; : X > X; à A. Démontrer que la topologie induite sur À est la topologie la moins fine de 

celles pour lesquelles les applications 7; 4 sont continues. 

(i) Démontrer qu’un produit au plus dénombrable d’espaces vérifiant le premier axiome de dénombra- 

bilité vérifie également cet axiome. 

(äi) Montrer qu’un produit arbitraire d'espaces vérifiant le premier axiome de dénombrabilité ne vérifie 

pas nécessairement cet axiome. 

Montrer qu’un espace produit À — Il; X; défini par un produit non dénombrable n’est pas métrisable 

(sauf si tous les espaces coordonnées sauf un ensemble au plus dénombrable d’entre eux sont des 

singletons). 

(i) Démontrer qu’un produit au plus dénombrable d’espaces vérifiant le deuxième axiome de dénom- 

brabilité vérifie également cet axiome. 

(äi) Montrer qu'un produit arbitraire d’espaces vérifiant le deuxième axiome de dénombrabilité ne 

vérifie pas nécessairement cet axiome. 

Soit A; un sous-ensemble arbitraire d’un espace topologique À; ; ainsi Il; À; est un sous-ensemble de 

l’espace produit X = Il; X;. Démontrer que (i) I; 4; =H;4;, (ü) Il, 4; D (1;,4;). Donner un 

exemple montrant que dans (ii) légalité n’est pas vraie en général. 

Soit A; un sous-espace arbitraire de X;. Montrer que la topologie produit sur Il; À; est égale à la topo- 

logie induite sur IT; 4;, comme sous-ensemble de Il; X;, par la topologie de l’espace produit. 
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TOPOLOGIES ARBITRAIRES SUR DES ENSEMBLES PRODUITS , 

25. 

26. 

27. 

28. 

Démontrer la proposition 12.8 : Soit {(X;, T;) : i € I} une famille d'espaces topologiques et soit 

X le produit des ensembles X;, c’est-à-dire X = Il; X;. Alors les sous-ensembles de X de la forme 
II {G;:i EI}, où G; est un ouvert de l’espace coordonnée X;, constituent une base d’une topologie 

T sur l’espace produit X. 

Montrer que la topologie produit sur un ensemble produit X = Il; X; est moins fine que la topologie 

sur X définie au problème précédent (proposition 12.8). 

Donner un exemple d’une topologie T sur un ensemble produit X = Il; X; qui soit moins fine que la 
topologie produit sur X. 

Soit T la topologie sur un ensemble produit X = Il; X; définie au problème 25 (proposition 12.8). 
Montrer que (X, T) est discrète si chacun des espaces coordonnées X; est discret. ; 

PRODUITS FINIS 

29. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

27: 

38. 

39. 

40. 

Démontrer la proposition 12.2 : Les sous-ensembles d’un espace produit X = X 1X-.-X Xh de la 
forme G, xX...x Gm, où G; est un ouvert de X;, constituent une base de la topologie produit sur X. 

Démontrer que si Best une base de X et si B* est une base de Ÿ, alors {(GxH:GESB, HE B*}est 
une base de l’espace produit X x Y. 

Démontrer que si B, est une base locale en a € X et si 8, est une base locale en b € Y, alors 
{GxH:GESB,, HE B;} est une base locale en p = (a, b)EX x Y. 

Démontrer que le produit de deux espaces vérifiant le premier axiome de deñombrabilité est un espace 
du même type. 

Démontrer que le produit de deux espaces vérifiant le deuxième axiome de denombrabilité est un 
espace du même type. 

Démontrer que le produit de deux espaces séparables est séparable. 

Démontrer que le produit de deux espaces compacts est compact (sans utiliser le lemme de Zorn ou 
ses équivalents). 

Soit B* la topologie du plan R? engendrée par les rectangles semi-ouverts 

[a,b) X [ed = {&y:a<x<b,c=<y<d) 
En outre, soit T la topologie de la droite réelle R engendrée par les intervalles semi-ouverts [a, b). 

d Démontrer que (R?, T*) est le produit de (R, T) par elle-même. 

Montrer sur un contre-exemple que le produit de deux espaces normaux n’est pas nécessairement 
normal. 

Soit 4 CX et BC Yet donc A x B C X x Y. Démontrer que 

() AXB =ÆAXB (ii) A° x B° = (A x B)° 

(On rappelle —voir problème 23 — que l'égalité n’a pas lieu en général.) 

Soit f:'X>YetF: XX x Y définie par F(x) = (x, f(x)). Démontrer que f est continue si et 
seulement si F est un homéomorphisme de X sur F[X]. (Rappelons que F [X] est appelé le graphe 
de f.) 

Soit À un espace vectoriel normé sur R. Montrer que l'application f : X x X —+ X définie par 
[ (@, qa)) = p + q est continue. 



41. 
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Soit XÀ un espace vectoriel normé sur R. Montrer que l'application f : R x À > X définie par 

f(&Kk, p)) = kp est continue. 

ESPACES METRIQUES PRODUITS 

42. 

43. 

44. 

Démontrer que tout sous-ensemble fermé borné de R°”°, l’espace euclidien de dimension m,est compact. 

Démontrer la proposition 12.11 : Soient (X1, di), . . . , (Xn, dm) des espaces métriques et soient 
m 

p = (a1,..., 4m) et q = (b1,...,bm) des points arbitraires de l’ensemble produit X = IT X;. Alors 
is 1 

chacune des applications suivantes définit une distance sur X : 

G)  dfp,g) =  Vdi(a,b)? + *-: + du(âms Dm)? 

(ii) d(p, q) max {di(as, b;), ..s dm bm)} 

(ïïi) d(p, q) das, b;) HSE dn(@ms bn) 

En outre, la topologie sur X induite par chacune des distances ci-dessus est la topologie produit. 

Démontrer la proposition 12.12 : Soit {(X1, di), (X2, d2), . . . } une famille dénombrable d’espaces 

métriques et soient p = (a3,a2,...) et q—(b1, b2,...) deux points arbitraires de l’ensemble 

produit X = Il X,. Alors l’application d définie par 
n=1 

1 nan bn) 
RE ar ae 

est une distance sur X et la topologie induite par d est la topologie produit. 
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Connexité 

ENSEMBLES SEPARES 

Deux parties À et B d’un espace topologique X sont dites séparées si (i) À et B sont 

disjointes et (ii) aucune ne contient de point d’accumulation de l’autre. En d’autres termes À et 

B sont séparées ssi A 40H 0 

Exemple 1.1: Considérons les intervalles suivants de la droite réelle R : 

A = (0,1), B = (1,2) et, C = [2,3) 

A présent À et B sont séparés puisque À = [0, 1]et B =[1, 2] donc 4 N Bet À NB sont 
vide. Par contre, B et C ne sont pas séparés puisque 2 € C'est un point limite de B ; ainsi 

BnOr=L [C2 (2e no 

Exemple 1.2 : Considérons les sous-ensembles suivants du plan R? : 

A (0, v) EYE} 
B {(æ, y) : y = sin (1/x), 0 <x<1} 

Il 

{ 

À présent chaque point de À est un point d’accumulation de B ; ainsi À et B ne sont pas 

des ensembles séparés. 

ENSEMBLES CONNEXES 

DEFINITION : Un sous-ensemble À d’un espace topologique X est non connexe s’il existe deux 
ouverts G et H de X tels que À N G et À N H soient des ensembles disjoints non 
vides sont la réunion soit égale à A. Dans ce cas G U H est appelé une ‘‘décompo- 
sition” de À. Un ensemble est connexe s’il n’est pas non connexe. 

Remarquons que 

A = (ANG)U(ANH) si ACGUH 

et O = (ANG)N(ANH) si GAHCA: 
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Donc G LU H est une ‘‘décomposition” de À si et seulement si 

ANGZQ, ANnHZGQ, ACGUH, et GNHCAS 

Notons que l’ensemble vide Q et le singleton {p} sont toujours connexes. 

Exemple 2.1 : Le sous-ensemble suivant du plan R? est non connexe 

AU NUE DE ARE UE A 

| | 
| l 

| 

( | 

Car les deux demi-plans 

GC UV) RIT el Her del) 

constituent une “décomposition” de À comme on l’a montré sur le schéma ci-dessus. 

Exemple 2.2 : Considérons la topologie suivante sur X = {a. b, c, d,e}: 

T — {X, 0, {a,b,c}, {e,d,e}, {c}} 
A présent À = {a, d, e} n’est pas connexe. Car considérons G = {a, b, c}et H ={c,d,e}; 
alors À N G = {a} et A NH = {d, e} sont deux ensembles disjoints non vides dont la 

réunion est égale à À. (Remarquons que G et H ne sont pas disjoints.) 

La relation fondamentale existant entre la connexité et la séparation est la suivante : 

Théorème 13.1 : Un ensemble est connexe si et seulement s’il n’est pas réunion de deux 
ensembles séparés non vides. 

La proposition suivante est très utile. 

Proposition 13.2 : Si À et B sont des ensembles connexes qui ne sont pas séparés, alors À U B 
est connexe. 

Exemple 2.3: Soient À et B les parties du plan R? définies et utilisées dans l'exemple 1.2. Nous montre- 

rons plus loin que À et B sont chacune connexes. Or À et B ne sont pas séparées ; ainsi, 

d’après la proposition précédente, À U B est un ensemble connexe. 

ESPACES CONNEXES 

La connexité, comme la compacité, est une propriété absolue d’un ensemble ; à savoir: 

Théorème 13.3 : Soit À un sous-ensemble d’un espace topologique (X, 7). Alors À est 
connexe pour T si et seulement si À est connexe pour la topologie induite 
T, sur À. 

Par conséquent, nous pourrons souvent limiter notre étude de la connexité à ceux des 
espaces topologiques qui sont eux-mêmes connexes, c’est-à-dire aux espaces connexes 

A 

Exemple 3.1: Soit X un espace topologique qui n’est pas connexe et soit G U Æ une “décomposition” 

de À ; alors 

X = (XNG)U(XNH) et (XNnG)Nn(XNH) = © 
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Or XNG=Get X NH = H, ainsi X est non connexe si et seulement si il existe deux 

ouverts disjoints G et 4 tels que 

XN=GUIH et GnH=0 

En vertu de l’étude faite à l’exemple ci-dessus, on peut donner une caractérisation simple 

des espaces connexes. 

Théorème 13.4 : Un espace topologique X est connexe si et seulement si () X n’est pas 

réunion de deux ouverts disjoints non vides ; ou, de manière équivalente, (ii) 

X et @ sont les seules parties de X qui soient à la fois ouvertes et fermées. 

Exemple 3.2: Considérons la topologie suivante sur X = {a, b, c, d,e} 

T = {X, 9, {a}, {c,d}, {a,c,d}, {b,c,d,e}} 

A présent X n’est pas connexe ; car {a} et {b, c, d, e} sont complémentaires et donc à 

la fois ouverts et fermés. En d’autres termes, 
XX, — {a} Uibre;d,e} 

est une décomposition de X. Remarquons que la topologie induite sur le sous-ensemble 

A = {b, d, e}est {4, ®, {d}}.Par conséquent À est connexe puisque À et Q sont les seuls 

sous-ensembles de À qui sont à la fois ouverts et fermés pour la topologie induite. 

Exemple 3.3: La droite réelle R munie de la topologie usuelle est un espace connexe puisque R et @ 

sont les seuls sous-ensembles de R qui sont à la fois ouverts et fermés. 

Exemple 3.4: Soit f une application continue d’un espace connexe X dans un espace topologique Y. 

Ainsi f : X > f[X]est continue (où f [X] est muni de la topologie induite). 

Nous allons montrer que f[X] est connexe. Supposons f [X] non connexe ; sup- 

posons que G et H forment une décomposition de f[X]. Alors 

f[X] = GUH et GnH=0@ 

et donc X =" f FIG] U FOUT TIGRE 

Puisque f est continue, f [G] et f + [A] sont des ouverts de X et forment donc une 

décomposition de X, ce qui est impossible. Ainsi, si À est connexe, il en est de même de 

FIAT. 
Nous allons énoncer le résultat de l’exemple précédent sous forme d’un théorème : 

Théorème 13.5 : L'image d’un ensemble connexe par une application continue est connexe. 

Exemple 3.5: Soit X un espace non connexe ; supposons que G U Æ soit une décomposition de X. 

0OsixeEG 
Alors l’application f (x) = 
discret Y — {0,1}. , 

D’autre part, d’après le théorème 13.5, l’image par une application continue d’un espace 
connexe X ne peut être égale à l’espace non connexe discret Y = {0, 1}. En d’autre termes, 

est une application continue de X dans l’espace 
1six CH 1 

Lemme 13.6 : Un espace topologique X est connexe si et seulement si les seules applications 
continues de X dans Ÿ = {0, 1} sont les applications constantes f (x) = 0 ou 

f(x) = 1. 

CONNEXITE SUR LA DROITE REELLE 

# A - 7 # . . 

Les ensembles connexes de nombres réels peuvent être simplement décrits de la manière 
suivante : 

Théorème 13.7 : Un sous-ensemble E de la droite réelle R contenant au moins deux points est 
connexe si et seulement si £ est un intervalle. 
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On rappelle que les intervalles de la droite reelle R sont de la forme suivante : 

(a, b), (a, b], [a,b), [a, b], pour les intervalles finis 

(—, a), (—-,a], (a, ©), [a, ©), (—c, «æ), pour les intervalles infinis 

Un intervalle E peut être caractérisé par la propriété suivante : 

a, bEE, a<xæ<b > xEeE 

Puisque l’image par une application continue d’un espace connexe est connexe nous obtenons 
la généralisation suivante du théorème de la valeur intermédiaire de Weierstrass (voir page 59 
théorème 4.9) : 

Théorème 13.8: Soit f : X > R une application réelle continue définie sur un espace connexe 
X. Alors f admet comme valeur chaque nombre compris entre deux quel- 
conques de ses valeurs. 

Exemple 4.1 : Une application intéressante de la théorie de la connexité est constituée par le théorème 

“du point fixe” suivant. Soit Z = [0, 1] et soit f : ! > I continue, alors 1 p EI tel que 

fG) = p. 

Ce théorème peut s’interpréter géométriquement. Notons d’abord que le graphe 

de f : I = I se trouve dans le carré unité 

I2 = {{x,y): 0=<x<=<1, 0 <y<l} 

Le théorème affirme alors que le graphe de f, qui relie un point situé sur le bord gauche 

du carré à un point situé sur son bord droit, doit couper la diagonale À, par exemple, 

au point p, ainsi qu’on l’a représenté sur le schéma. 

COMPOSANTES CONNEXES 

Une composante connexe E d’un espace topologique À est un sous-ensemble connexe 
maximal de X , c’est-à-dire que Æ est connexe et que E n’est pas un sous-ensemble propre 
d’aucun connexe de X. Il est clair que £ est non vide. Les faits les plus importants concernant 
les composantes connexes d’un espace sont contenus dans le théorème suivant. 

Théorème 13.9 : Les composantes connexes d’un espace topologique X forment une partition 
de X, c’est-à-dire elles sont disjointes et leur réunion est X. Tout sous- 
ensemble connexe de X est contenu dans une composante connexe. 

Ainsi chaque point p € X appartient à une composante connexe unique appelée la compo- 
sante connexe de p. 

Exemple 5.1: Si X est connexe alors X n’a qu’une seule composante : X lui-même. 

Exemple 5.2 : Considérons la topologie suivante sur X = {a, b, c, d, e}: 

T = {X, 9, {a}, {e,d}, {a,c,d}, {b,c, d,e}} 
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Les composantes connexes de X sont {a} et {b, c, d, e}. Toute autre partie connexe de 

X, comme {b, d, e}(voir l'exemple 3.2), est incluse dans l’une des composantes connexes. 

L’assertion de l’exemple 5.1 est utilisée pour montrer que la connexité est invariante par 

passage au produit ; c’est-à-dire que 

Théorème 13.10 : 

Corollaire 13.11 : 

Le produit d’espaces connexes est connexe. 

L'espace euclidien de dimension m, R” est connexe. 

ESPACES LOCALEMENT CONNEXES 

Un espace topologique X est dit localemement connexe en p € X si tout ouvert contenant 

p contient un ouvert connexe contenant p, c’est-à-dire si les ouverts connexes contenant p 

forment une base locale en p. X est dit localement connexe s’il est localement connexe en 

chacun de ses points ou, de manière équivalente, si les ouverts connexes de X forment une 

base de X. 

Exemple 6.1 : 

Exemple 6.2 : 

CHEMINS 

Tout espace discret X est localement connexe. En effet si p € X alors {p} est un ouvert 

connexe contenant p qui est contenu dans tout ouvert contenant p. Notons que X n’est 

pas connexe si X contient plus d’un point. 

Soient À et B les sous-<nsembles du plan R? de l’exemple 1.2. A présent À U B est 

connexe. Mais À U B n’est pas localement connexe en p = (0, 1 ). Par exemple, le disque 
1 
4 ouvert de centre p et de rayon + ne contient aucun voisinage connexe de p. 

Soit I = [0, 1] l'intervalle unité fermé. Un chemin allant d’un point a à un point b dans un 

espace topologique X est une application continue f : 1 + X telle que f (0) = a et f (1) = b. 

Ici a s’appelle l’origine et b l’extrémité du chemin. 

Exemple 7.1 : 

Exemple 7.2 : 

Exemple 7.3 : 

Pour tout p € X l’application constante e, : 1 > X définie par en (s) = p est continue et 

donc est un chemin. On l’appelle le chemin constant en p. ' 

Soit f : ZI > X un chemin allant de a à b. Alors l’application f :1 — X définie par f (s)= 

f(1 — s) est un chemin allant de b à a. 

Soit f : I > X un chemin allant de a à b et soit g : 1 > X un chemin allant de b à c. Alors 

la juxtaposition des deux chemins f et g notée f *x g est l’application f x g : J + X définie 

par , 
f(2s) si 0 < 

* en 
(f x g)(s) g(2s—1) si 1 E 

laquelle est un chemin allant de a à c obtenue en suivant le chemin f de a à b et ensuite 

le chemin gdebàc. 
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ENSEMBLES CONNEXES PAR ARCS 

Un sous-ensemble E d’un espace topologique X est dit connexe par arcs si pour deux points 
quelconque a, b € E il existe un chemin f : 1 > X allant de a à b tout entier contenu dans E, 
c’est-à-dire, f [1] € E. Les sous-ensembles connexes par arcs maximaux de X, appelés compo- 
santes connexes par arcs constituent une partition de X. La relation existant entre la connexité 
et la connexité par arcs est donnés ci-dessous : 

Théorème 13.12 : Les ensembles connexes par arcs sont connexes. 

La réciproque de ce théorème n’est pas vraie comme on le voit dans l’exemple suivant. 

Exemple 8.1: Considérons les sous-ensembles suivants du plan R?° : 

A = {{x,y): 0=x= 1, y = x/n, n E N} 

B = {(x,0):1=x<=1} 

Ici À est formé des points des segments joignant 

l’origine (0, 0) aux points (1, 1/n),n EN ;et B est 
formé des points de l’axe Ox situés entre 5 et 1. À 

présent À et B sont tous les deux connexes par arcs, 

et donc également connexes. En outre À et B ne sont 

pas séparés parce que chaque pE B est un point 

limite de À ; et donc À U B est connexe. Mais À U B 

n’est pas connexe par arcs ; d’ailleurs il n’existe aucun 

chemin allant d’un point quelconque de À à un point 

quelconque de B. 

Exemple 8.2 : Soient À et B les sous-ensembles du plan R? définis dans l'exemple 1.2. A présent À et 

B sont les images par des applications continues d’intervalles et sont donc connexes. En 

outre À et B ne sont pas des ensembles séparés et donc À U B est connexe. Mais À U B 

n’est pas connexe par arcs ; en effet, il n’existe aucun chemin d’un point de À à un point 

de B. 

La topologie du plan R? constitue une partie essentielle de la théorie des fonctions de la 
variable complexe. Dans cette théorie un domaine est défini comme étant un ouvert connexe 
du plan. Le théorème suivant y joue un rôle important. 

Théorème 13.13. Un ouvert connexe du plan R? est connexe par arcs. 

CHEMINS HOMOTOPES 

Soit f:1 > X et g : 1 > X deux chemins de même point initial p € X et de même extré- 
mité g € X. Alors f est dit homotope à g, ce qui s'écrit f = g s’il existe une application continue 

H:1°=xXx 
telle que 

H(s,0) = f(s) H(0,t) = p 
H(s, 1) — g(s) H(1, t) SU 

comme on l’a représenté sur le schéma ci- 
contre. On dit alors que le chemin f peut-être 
déformé continüment dans g. L’application 
H est appelée une homotopie de f sur&. 

Exemple 9.1: Soit X l’ensemble des points situés entre deux cercles concentriques (appelé couronne). 

Alors les chemins f et g du schéma de gauche ci-dessous sont homotopes tandis que les 

chemins f let g’ du schéma de droite ne sont pas homotopes. 
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Exemple 9.2: Soit f:1>Xun chemin quelconque, alors f = f, c’est-à-dire f est homotope à lui-même. 

En effet l’application H : 1° — X définie par 

H(s,t) — f(s) 

est une homotopie de f sur f. 

Exemple 9.3 : Soit f = get soit par exemple H : 1 2 > X une homotopie de f sur g. Alors l'application 

A : I? — X, définie par 

Â(s,t) = H(s, 1-6) 

est une homotopie de g sur f, et doncg = f. 

Exemple 9.4: Soient f = g et g = h ; supposons par exemple que F : 7 2 + X soit une Dore de f 

sur g et que G : I? = X soit une homotopie de g sur h. L’application H : 1? — X définie 

par 

À 1k 

HD . si 0<+ 3 
G(s,2t—1) si 4<t=<1 

est une homotopie de f sur h et donc f = h. L’homotopie H peut être interprétée géomé- 

triquement comme une compression des domaines de F et G en un seul carré. 

domaine de G —+> = 

domaine de F —> 

— domaine de H 

Les trois relations précédentes impliquent la proposition suivante : 

Proposition 13.14: La relation d’homotopie est une relation d’équivalence dans l’ensemble des 
chemins allant de a à b. 

ESPACES SIMPLEMENT CONNEXES 

Un chemin f : 1 > X dont l’origine coïncide avec l’extrémité, par exemple f(0) = f(1) =p, 
F appelé un chemin fermé en p € X. En particulier le chemin constant e, : 1 > X défini par 
e,(s) = p est un chemin fermé en P. Un chemin fermé f : I > X qu’on peut déformer continü- 
ment en un point est dit homotope à O. 
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Un espace topologique est dit simplement connexe ssi tout chemin fermé de X est homo- 
tope à 0. 

Exemple 10.1 : Un disque ouvert du plan R? est simplement connexe tandis qu’une couronne n’est pas 

simplement connexe puisqu'il existe des courbes fermées, comme on en a représenté sur 

le schéma qu’on ne peut déformer continûment en un point. 

simplement connexe non simplement connexe 

PROBLEMES RESOLUS 

ENSEMBLES SEPARES 

1. Montrer que si À et B sont deux ensembles séparés non vides, alors À U B n’est pas 
connexe. 

Solution : 

Puisque À et B sont séparés, À N B = Q et À N B = ®. Soit G = B° et H = A°. Alors G et H 
sont ouverts et 

(AUB)nG = A et (AUB)NnH = B 

sont deux ensembles disjoints non vides dont la réunion est égale à À U B. Ainsi G et H constituent 

une décomposition de À U B et donc À U B est non connexe. 

Soit G U H une décomposition de À. Montrer que À N G et À NH sont des ensembles 
séparés. 

Solution : 

A N Get À N A sont disjoints ; ainsi il nous suffit de montrer qu’aucun des deux ne contient de 

point d’accumulation de l’autre. Soit p un point d’accumulation de À N Get supposons que p € À NH. 

Alors H est un ouvert contenant p et donc H contient un point de À MN G distinct de p, c’est-à-dire 

ANG)NH Æ Q. Or 

(ANG)Nn (ANH) = D = (ANG)NnH 

Par conséquent p € A NH. 



206 Chapitre 13/Connexité 

De même, si p est un point d’accumulation de À N A, alors p € À N G. Ainsi À NG et À NH sont 

deux ensembles séparés. 

Démontrer le théorème 13.1 : Un ensemble À est connexe si et seulement si À n’est pas 

égal à la réunion de deux ensembles séparés non vides. 

Solution : 

Nous allons montrer, ce qui revient au même, que À est non connexe si et seulement si A est égal à 

la réunion de deux ensembles séparés non vides. Supposons que À soit non connexe et soit G U H une 

décomposition de A. Alors À est réunion de deux ensembles non vides À N Get À N H qui sont, 

d’après le problème précédent, séparés. Réciproquement, si À est égal à la réunion de deux ensembles 

séparés non vides, alors À est non connexe d’après le problème 1. 

ENSEMBLES CONNEXES 

4. Soit G U H une décomposition de À et soit B un sous-ensemble connexe de À. Montrer 

que soit B N H = @soit B N G = Q, et donc soit B C G soit B C H. 

Solution : 

B C À, donc 

ACGUH > BCGUH et GnHcCcAc > GnHcB: 

Ainsi, si à la fois B N G et B N H sont non vides, alors G U H est une décomposition de B. Mais B est 

connexe ; d’où la conclusion. 

Démontrer la proposition 13.2 : Si À et B sont des ensembles connexes qui ne sont pas 
séparés, alors À U B est connexe. 

Solution : 

Supposons À U B non connexe et supposons que G U A soit une décomposition de 4 U B. 

Puisque À est un sous-ensemble connexe de À U B, soit À C G soit À C H d’après le problème pré- 

cédent. De même soit B C G soit BC H. 

A présent si A C Get B C H (ousiB € Get À C H) alors, d’après le problème 2, 

(AUB)NnG = À et (AUB)NnH = B 

sont des ensembles séparés. Or ceci est contraire à l’hypothèse, d’où, soit À U B € G soit À UB C A, 

et donc G U H n’est pas une décomposition de À U B. En d’autres termes, À U B est connexe. 

Démontrer que sic4 = {A;} est une famille de sous-ensembles connexes de X tels que 
deux éléments quelconques de <4 ne soient pas séparés. Alors B = U, À; est connexe. 

Solution : 

Supposons que B ne soit pas connexe et soit G U H une décomposition de B. A présent chaque 

A; € «A'est connexe et donc (problème 4) est contenu soit dans G soit dans H et disjoint de l’autre 

ensemble G ou H. En outre, deux éléments quelconques A}e A;j, € cA ne sont pas séparés et donc, : 

d’après la proposition 13.2, 4;, U 4;, est connexe ; alors 4; U 4;, est contenu dans G ou H et dis- 
joint de l’autre. Par conséquent tous les éléments de <4, et donc B = U;4;, doit être contenu soit 

dans G soit dans À et disjoint de l’autre. Mais ceci contredit le fait que G U H est une décomposition 

de B ; ainsi B est connexe. 

Démontrer que sic4 = {A;} est une famille de sous-ensembles connexes de X d'’inter- 
section non vide, alors B = LU, À; est connexe. 

Solution : 

Puisque N;A; Æ @, deux éléments quelconques de c4 ne sont pas disjoints et donc ne sont pas 
séparés ; d’où, d’après le problème précédent, B = Ü; 4; est connexe. 
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Soit À un sous-ensemble connexe de X et soit ACBC A. Montrer que B est connexe 

et donc en particulier que À est connexe. 

Solution : 

Supposons B non connexe et supposons que G U H soit une décomposition de B. A présent À est 

un sous-ensemble connexe de B et donc, d’après le problème 4, soit À N H — @ soit À NG=OQ; 

supposons par exemple que À N À = @. Alors H° est un fermé contenant 4 et donc 4 CBC ACHS 

Par conséquent, B N H = @. Mais ceci contredit le fait que G U H est une décomposition de B ; ainsi 

B est connexe. 

ESPACES CONNEXES 

10. 

11. 

Soit X un espace topologique. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) X est non connexe. 

(ii) Il existe un sous-ensemble propre de X quiest à la fois ouvert et fermé. 

Solution : 

(i) = (ü) : Supposons que À = G U H où G et H sont des ouverts non vides. Alors G est un sous- 

ensemble propre de X et puisque G — H°, G est à la fois ouvert et fermé. 

(ii) = () : Supposons que À soit un sous-ensemble propre non vide de X qui soit à la fois ouvert et 

fermé. Alors A° est également non vide et ouvert et X = A U A. Par conséquent X est non 

connexe. 

Démontrer le théorème 13.3 : Soit À un sous-ensemble d’un espace topologique (X, T) 

et soit T, la topologie induite sur À. Alors À est connexe pour T si et seulement si À 

est connexe pour T ,. 

Solution : 

Supposons que À soit non connexe, G U H étant une décomposition de À pour 7. À présent 

G HET et donc ANG, ANHE T4. Par conséquent, À N G et À N H forment une décompo- 

sition pour T, de À ; ainsi À est non connexe pour Te 

Réciproquement, supposons que À soit non connexe pour TA, soit par exemple G * et H éRune 

décomposition de À pour TA. Alors G*,H*E TA et donc 

3GHET tels que G=ANnG et H* =ANH 

Or AnG*=ANAnNnG=ANG et AnH*=ANnANnH=ANH 

- Ainsi G U H est une décomposition pour T de À et donc À est non connexe pour T. 

Soient p, q € À. Les sous-ensembles A,,.:., Am de À sont dits former une chaine 

simple (finie) joignant p à q si À: (et À, seul) contient p, À, (et A, seul) contient q 

etsiA; NA; = @ ssi li — j| EE 

Démontrer que si X est connexe et que sic4 est un recouvrement ouvert de X, alors 

deux points quelconques de X peuvent être reliés par une chaîne simple formés d’élé- 

ments de cA. 

Solution : 

Soit p un point quelconque de X et soit H l’ensemble des points de X pouvant être reliés à p par 

une chaîne simple formée d'éléments de c4. A présent H # @ puisque p € A. Nous affirmons que H 

est à la fois ouvert et fermé et donc que H = X puisque X est connexe. 

Soit À EH. Alors 3 G1,..., Gm € cA formant une chaîne simple reliant h à p. Mais six € Gi \ Ga 

alors G1,...,GMm forment une chaîne simple reliant x à p ;et si y € G1 N G2 alors G2,..., Gym 

forment une chaîne simple reliant y à p, ainsi qu'on l’a représenté sur le schéma ci-dessous. 
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Ainsi G, est un sous-ensemble de H, c’est-à-dire h € G1 C H. Ainsi H est voisinage de chacun de ses 
points et donc Æ est ouvert. 

A présent soit g € H°. Puisque c4 est un recouvrement de X, 4G € cA tel que g € G, et G est 

ouvert. Si GNHÆV, 1hEGNHCH et donc 3G,,...,Gm € A formant une chaîne simple 
reliant À à p. Mais alors : soit G, Gz,...,Gm, Où on considère le & maximum pour lequel G coupe G}, 

soit G1,..., Gm forment une chaîne simple reliant g à p et donc g EH ce qui constitue une contra- 

diction. Ainsi G N H = Qet donc g € G C H°. Ainsi H° est un ouvert et donc HŸ = H est fermé. 

12. Démontrer le théorème 13.7 : Soit £ un sous-ensemble de la droite réelle R contenant 
au moins deux points. Alors E est connexe si et seulement si £ est un intervalle. 

Solution : | 

Supposons que E ne soit pas un intervalle ; alors 

14abEE,p@&E .tels que a <p<b 

Posons G = (-— >, p) et H = (p, =). Alors a € G et b EH et donc E N G et E NH sont deux ensembles 

disjoints non vides dont la réunion est égale à Æ. Ainsi E est non connexe. 

A présent supposons que E soit un intervalle et en outre supposons que Æ soit non connexe ; 
supposons que G et Æ forment une décomposition de E. Posons À = E N Get B=E MH ; alors 

E — À U B. A présent À et B sont non vides ; par exemple a € 4, bEB, a < bet p = sup {4 N[a, b]}. 
Puisque [a, b] est un fermé, p €E[a, b|etainsip EE. 

Supposons que p € À = ENG. Alors p < b et p E G. Puisque G est un ouvert 

35>0 tel que PO EG et Ip OLD 

Ainsi p + € E et donc p + 8 € À. Mais ceci est contradictoire avec la définition de p, c’est-à-dire 
p = sup {4 N[a, b]}. Doncp Æ A. 

Par ailleurs supposons que p € B = E MN H. Alors en particulier p € H. Puisque H est un ouvert, 

3 5*>0 tel que (p—8%, nhC Het tps 

Ainsi [p — ô*, p]CE et donc [p — ô*, p] C B. Par conséquent [p — 6*, p]N A = @. Mais alors 
p — Ô* est un majorant de À N [a, b], ce qui est impossible puisque p = sup {A N[a, b]}. Ainsi p € B. 
Mais ceci est contradictoire avec le fait que p € E et donc E est connexe. 

13. Démontrer (voir l'exemple 4.1) que si Z = [0, 1] et si f : I — I est continue, alors 4 p EI 
tel que f(p) = p. 

Solution : / 

Si f(0) = 0 ou f(1) = 1 le théorème est démontré ; 

ainsi on peut admettre que f(0) > 0 et que f(1) < 1. Puisque 
f est continue le graphe de l’application f : 

F:I1—R? définipar F(x) = (x, f(x)) 
est également continu. 

Posons G = {(x, y) :x <y}, H= Kx, y): y <x}: 
alors (0, f(0)) € G, (1, f(1)) EH. Ainsi si F[/] ne contient 
pas de point de la diagonale 

A = {(&,y):æ=y} = R'\X(GUH) 

alors G U Æ est une décomposition de F[/]. Mais ceci est 
contradictoire avec le fait que F[/], image par une appli- 
cation continue d’un ensemble connexe, est connexe ; ainsi 
F[7] contient un point (p, p) € A et donc f(p) = p. 
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COMPOSANTES CONNEXES 

14. 

15. 

16. 

UT, 

18.- 

Montrer qu’une composante connexe quelconque E est fermée. 

Solution : 

E est connexe et donc, d’après le problème 6, E est connexe, E C E.Or E étant une composante 

annexe, est un ensemble connexe maximal ; ainsi £ = E et donc E est fermé. 

Démontrer que si p € X, sic4, = {A;} est la famille des sous-ensembles connexes de X 

contenant p, et, en outre si C, = U;A;, alors (i) C, est connexe. (ii) Si B est un sous- 

ensemble connexe de X contenant p, alors BC C,. (üi) C, est un sous-ensemble 

connexe de X, c’est-à-dire une composante connexe. : 

Solution : 

(i) Puisque chaque 4, € c4, contient p, p EN;,4; et donc, d’après le problème 7, C = U;4; est 

connexe. 

(ii) Si B est un sous-ensemble connexe de X contenant p, alors BEcA4, et donc BCC, = 
ù P P 

UHA;: AE 4}. 

(äi) Soit C, C D, où D est connexe. Alors p € D et donc, d’après (ii), D C C,,, c’est-à-dire C, = D. 

Donc ë, est une composante connexe. 

Démontrer le théorème 13.9 : Les composantes connexes de X formant une partition 

de X. Tout sous-ensemble connexe de X est contenu dans une composante connexe. 

Solution : 

Considérons la famille € = {C, :p EX} où C est défini comme dans le problème précédent. 

Nous affirmons que C est formée des composantes connexes de X. D’après le problème précédent, 

chaque C, EC est une composante connexe. Réciproquement, si D est une composante connexe, 

alors D contient un point p, EX etdoncD € Co Or Dest une composante connexe ; ainsi D — Co: 

. Nous allons à présent montrer que Ç est une partition de X. Il est clair que X = U {c, DEA 

Ainsi nous n’avons plus qu’à montrer que des composantes connexes distinctes sont disjointes, ou, ce 

qui revient au même, si C M CG Æ Q, alors C = Ca: Soit a€ C [A] C- Alors C, CcC,et CG SC 

puisque Ch et CG sont des ensembles connexes contenant a. Mais Ch et C sont des composantes 

connexes, d’où C UE Ca- 

Enfin si £ et un sous-ensemble connexe non vide de X, alors E contient un point p, € À et donc 

JE Co d’après le problème précédent. Si E = @, alors E est contenu dans toutes les composantes 

connexes. 

Démontrer que si X et Ÿ sont des espaces connexes, alors X x Ÿ est connexe. Ainsi un 

produit fini d'espaces connexes est connexe. 

Solution : 

Soit p=(x,, Y1)et 4 = (x,, y) deux points quelconques de X x Y. À présent {x,} x Y est 

homéomorphe à Ÿ et est donc connexe. De même X x {y,}est connexe. 

Or {x,}xY NX X ,}= {(x,, y2)} ; d'où {x,}x Y U X x {y,}est connexe. Par conséquent, 

p et q appartiennent à la même composante connexe. Or p et q ont été pris arbitraires ; ainsi X x Y 

n’a qu’une seule composante connexe et est donc connexe. 

Démontrer le théorème 13.10 : le produit d’espaces connexes est connexe, c’est-à-dire 

la connexité est une propriété invariante par passage au produit. 

Solution : 

Soit {X; : i EI} une famille d’espaces connexes et soit X = Il,X, l’espace produit. En outre soit 

p = (a; :iE1)EX et soit E C À la composante connexe de p. Nous affirmons que tout point 

x =(x,:iEI )E X appartient à l’adhérence de E et donc appartient à E puisque E est fermée. A 

présent soit . A Tr: PE ARR x Gi CRU RO Gi, 
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un ouvert de base quelconque contenant x € X. A présent \ 

He [fa :iziü,...,im} X Xi X oo X Z;,, 

est isomorphe à À, XX À, et donc connexe. En outre p € H et donc H est un sous-ensemble de 

E, composante connexe de p. Or G N H est non vide ; donc G contient un point de £. Par conséquent, 

xEE =E, Ainsi À n’a qu’une seule composante connexe et est donc connexe. 

ENSEMBLES CONNEXES PAR ARCS 

19. 

20. 

21. 

22. 

23. 

Soit f:1—+X un chemin quelconque dans X. Montrer que f[7], l’image de f, est 
connexe, 

Solution : 

1 = [0, 1] est connexe et f est continue ; ainsi, d’après le théorème 13.5, f [7] est connexe. 

Démontrer que l’image par une application continue d’un ensemble connexe par arcs 
est connexe par arcs. 

Solution : 

Soit £ € X un ensemble connexe par arcs et soit f : X > Ÿ une application continue. Nous affir- 

mons que f{E] est connexe par arcs. En effet, soient p, qEf [£]. Alors 3 ne JS Eæetelsique 

f @*) = pet f(q*) = q. Mais E est connexe par arcs donc 

3 un chemin g:1-X tel que g(0) = p*, g(1) = qg* et g[IlCcE 

A présent la composée d’applications continues est continue et donc fo g : 1 > Ÿ est continue. En 

outre \ 
f°9(0) = f(p*) =p, fog(1)=f(a*) = a et fogll] = f[9[7]] C f(E 

Ainsi f [E] est connexe par arcs. 

Démontrer le théorème 13.12 : Tout ensemble À connexe par arcs est connexe. 

Solution : 

Si À est vide, alors À est connexe. Supposons À non vide et p€ À. A présent À est connexe par 

arcs et donc pour chaque a € À il existe un chemin f, : 1 > À allant de p à a. En outre 

a € fall] C A. et donc 4 =: U{f,(]:4€4} 

Or pEf, I] pour tout a€ À ; donc N{f,[/] : a E A} est non vide. De plus chaque f, [1 est connexe 
et donc, d’après le problème 7, À est connexe. 

Démontrer que si 4 est une famille de sous-ensembles connexes par arcs de X d’inter- 
section non vide, alors B = U {A : À EcA} est connexe par arcs. 

Solution : 

Soient a, b E B. Alors 

3 À,,A,€E cA tels que ae A,, bEA, 

A présent c4 est d’intersection non vide ; par exemple p € N {A : AE cA}.Alors pEA,et, puisque 4, 
est connexe par arcs, il existe un chemin f : J > A, € B allant de a à p. De même, il te un hein 
8:14; C B allant de p à b. La juxtaposition dés deux chemins (voir RR 7.3) est un chemin 
allant de - à b contenu dans B. Ainsi B est connexe par arcs. 

Montrer qu’un disque ouvert D du plan R? est connexe par arcs. 

Solution : 

Soient p = (as, b; } q = (a, b,)ED. L'application f : 1 o R? définie par 

f(t) = (a+ tas — a), b + t(b2 — b:)) 
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est un chemin allant de p à q qui est contenu dans D. (Géométriquement, f [Z] est le segment de droite 

reliant p et g.) Ainsi D est connexe par arcs. 

Démontrer le théorème 13.13 : Soit £ un ouvert connexe non vide du plan R?, alors E 
est connexe par arcs. 

Solution : 

Méthode 1. 

Soit pEE et soit G l’ensemble des points de E pouvant être reliés à p par un chemin tout entier 

contenu dans E. Nous affirmons que G est ouvert. En effet soit 9 EG C E. A présent E est ouvert 

et donc 3 un disque ouvert D de centre q tel queq ED C E. Or D est connexe par arcs ; ainsi chaque 

point x € D peut être relié à q qui peut lui-même être relié à p. Ainsi chaque point x E D peut être 

relié à p et, donc, g € D C G. Par conséquent G est ouvert. 

A présent, posons H = E\G, c’est-à-dire H est formé des points de E ne pouvant être reliés à p 

par un chemin tout entier contenu dans £. Nous affirmons que A est ouvert. En effet soitg*YEHCE. 

Puisque £ est ouvert 4 un disque ouvert D* de centre q* telque g*€E D* C E. Puisque D* est connexe 

par arcs, chaque x E D* ne peut être relié à p par un chemin tout entier contenu dans E et, donc, 

g*ED* C Æ. Ainsi H est ouvert. 

Or E est connexe et donc E ne peut être la réunion de deux ouverts disjoints non vides. Ainsi 

H = @, et donc E = G est connexe par arcs. 

Méthode 2. 

Puisque E est ouvert, E est réunion de disques ouverts. Or E est connexe ; ainsi d’après le théorème 

11, 3 des disques ouverts S,,...,85,, © E formant une chaîne simple reliant tout p EE àtout q EE. 

Soit a; le centre de S; et soit b; ES; NS;,,. Alors la ligne polygonale reliant p àa,,a, àb,,b,àa,, 

etc., est contenue dans la réunion des disques et donc dans £. Ainsi E est connexe par arcs. 

ESPACES TOTALEMENT DISCONTINUS 

25. 

26. 

Un espace topologique X est dit totalement discontinu si pour deux points p, qEX 

quelconques, il existe une décomposition G U H de X avecp € G et q € H. Montrer que 

la droite réelle R munie de la topologie T engendrée par les intervalles semi-ouverts 

(a, b] est totalement discontinue. 

Solution : 

Soient p, q ER ; supposons par exemple que p < q. Alors G =(-—®,p] et H = (p, ©) sont deux 

ouverts disjoints dont la réunion est R, c’est-à-dire G U H est une décomposition de R. Or p EG et 

q CH ; ainsi (R, T) est totalement discontinue. 

Montrer que l’ensemble Q des nombres rationnels muni de la topologie usuelle induite 

est totalement discontinu. 

Solution : 

Soient p, g € Q ; supposons par exemple que p < q. À présent il existe un irrationnel a tel que 

p <a<4q. 
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Posons G={xEQ:x<a} et H= {x EQ : x > a}. Alors & U H est une décomposition de 
Q,p EG et q EH. Ainsi Q est totalement discontinu. ë 

Démontrer que les composantes connexes d’un espace totalement discontinu X sont des 
singletons. 

Solution : 

Soit £ une composante connexe de X et supposons que p, q EE avec p Æ q. Puisque X est totale- 

ment discontinu, il existe une décomposition G U H de X telle que p € G et q € H. Par conséquent, 

E N G et E NH sont non vides et donc G U H est une décomposition de Æ. Mais cela est contradictoire 

avec le fait que Æ est une composante connexe et donc connexe. Ainsi E n’est formé que d’un point. 

ESPACES LOCALEMENT CONNEXES 

28. 

29. 

30. 

Démontrer que si E est une composante connexe d’un espace localement connexe X, 
alors E est un ouvert. 

Solution : 

Soit p € E. Puisque X est localement connexe, p appartient à au moins un ouvert connexe G,. 

Mais FE est la composante connexe de p ; ainsi 

peG;CE et donc E = U{G,:p€E} 

Donc E est un ouvert comme réunion d’ouverts. 

Démontrer que si X et Ÿ sont localement connexes, alors X x Y est localement connexe. 

Solution : 

X est localement connexe ssi X possède une base 2 formée d’ensembles connexes. De même Y 

possède une base B* formée également d’ensembles connexes. Or X x YŸ est un produit fini ; ainsi 

{GXH:GESB,HEB*} 

est une base de l’espace produit Æ x Y. A présent chaque G x H est connexe puisque G et H sont 

connexes. En d’autres termes, X x Ÿ possède une base formée d’ensemble connexes et donc X x Y 
est localement connexe. 

Démontrer que si {X;} est une famille d’espaces localement connexes, alors l’espace 
produit X = II; X; est localement connexe. 

Solution : 

Soit G un ouvert de X contenant p = (a; : iE1)€ X. Alors il existe un élément de la base de 
définition 

BUG Ke: A ON A IA nt ee à 

tel que p € B C G et donc dig = Ge A présent chaque espace coordonnée est localement connexe 

et donc il existe des ouverts connexes H;, © X;, tels que 

“; € Hi, Œ Gi, .. Ce E H,, S Gi, 

Posons HSE : 
He H;, Ki XIE ES HiX:1#,..,14) 

Puisque chaque X; est connexe et que chaque Hi, est connexe, H est également connexe. De plus 4 
est ouvert et pE H C B C G. Par conséquent, X est localement connexe. 
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PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

ENSEMBLES CONNEXES 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

Montrer que si (X,T) est connexe et si T* KT, alors (X,T *) est connexe. 

Montrer que si (X,T) est non connexe et si T < T*, alors (X,T*) est non connexe. 

Montrer que tout espace topologique muni de la topologie grossière est connexe. 

Montrer sur un contre-exemple que la connexité n’est pas une propriété héréditaire. 

Démontrer que si A1, A2,... est une suite d’ensembles connexes tels que A, et 42 ne soient pas 

séparés, que À, et A3 ne soient pas séparés etc., alors 41 U 4, U...est connexe. 

Démontrer que si F est un sous-ensemble connexe d’un espace T; contenant plus d’un élément, alors E 

est infini. 

Démontrer qu’un espace topologique X est connexe si et seulement si tout sous-ensemble propre non 

vide de X a une frontière non vide. 

COMPOSANTES CONNEXES 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

Déterminer quelles sont les composantes connexes d’un espace discret. 

Déterminer quelles sont les composantes connexes d’un espace cofini. 

Montrer que deux composantes connexes quelconques sont séparées. 

Démontrer que si X a un nombre fini de composantes connexes alors chaque composante connexe est 

à la fois ouverte et fermée. 

Démontrer que si £ est un sous-ensemble connexe non vide de X quiest à la fois ouvert et fermé, alors 

E est une composante connexe. 

Démontrer que si E est une composante connexe de Y et si f : X > YŸ est continue, alors f Te [E] est 

une réunion de composantes connexes de X. 

Démontrer que si X est un espace compact et si les composantes connexes de X sont ouvertes, alors il 

n’y en a qu’un nombre fini. 

ENSEMBLES CONNEXES PAR ARCS 

45. 

46. 

47. 

Montrer qu’un espace muni de la topologie grossière est connexe par arcs. 

Démontrer que les composantes connexes par arcs forment une partition de X. 

Démontrer que toute composante connexe de X peut se décomposer en composantes connexes par arcs, 

celles-ci formant alors une partition de cette composante connexe. 

PROBLEMES DIVERS 

48. 

49. 

Montrer qu’un espace muni de la topologie grossière est simplement connexe. 

Montrer qu’un espace totalement discontinu est séparé. 
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50. Démontrer que si G est un ouvert d’un espace localement connexe < , alors G est localement connexe. 

51. Soit À — {a, b} muni de la topologie discrète et soit 7 = [0, 1]. Montrer que l’espace produit 

X = {4; : A; =A,;i€I} n’est pas localement connexe. Donc que la locale connexité n’est pas 

invariante par passage au produit. 

52: Montrer que la propriété d’être “simplement connexe’ est une propriété topologique. 

53. Démontrer que si X est localement connexe, alors X est connexe si et seulement si il existe une chaîne 

simple d’ensembles connexes reliant deux points quelconques de X. 



CHAPITRE 14 

Espaces métriques complets 

SUITES DE CAUCHY 

Soit X un espace métrique. Une suite (a; , a,,...) de X est une suite de Cauchy ssi pour 
tout e > O, 

31n0€EN tel que n,Mm>no > d(An, Am) < € 

‘ Ainsi, dans le cas où X est un espace normé, (a,) est une suite de Cauchy ssi pour tout € > O, 

I1HEN tel que n,M>MNo > ||[an — Am] < € 

Exemple 1.1: Soit (a,) une suite convergente ; supposons par exemple que 4, > p. Alors (an) est néces- 

sairement une suite de Cauchy puisque pour tout e > O0, 

3mEN tel que n>nr > das p) < 4e 

Ainsi, d’après l’inégalité triangulaire 

nm>n > dawam) < an P) + dam p) < k&etke=e 

En d’autres termes, (a,) est une suite de Cauchy. 

Nous allons énoncer le résultat de l’exemple 1.1 sous forme d’une proposition. 

Proposition 14.1 : Toute suite convergente d’un espace métrique est une suite de Cauchy. 

La réciproque de la proposition 14.1 n’est pas vraie, comme on peut le voir d’après l’exemple 

suivant : 

Exemple 1.2: Soit X — (0, 1) muni de la distance usuelle. Alors 5, =, 2, . ..) est une suite de X qui 

est de Cauchy maïs qui ne converge pas dans X. 

Exemple 1.3: Soit d la distance triviale sur un ensemble X quelconque et soit (a,) une suite de Cauchy 

dans (X, d). On rappelle que d est définie par 

| 0 si a=b 
d(a,b) = DT 

Soit € — ue Alors, puisque (a,) est de Cauchy, 470 € N tel que 

nm>n > day dm <k 7 An — Am 

En d’autres termes, (a,) est de la forme (41, @23,...,@nç,P, P, P,.. .), c’est-à-dire cons- 

tante à partir d’un certain rang. 

Exemple 1.4: Soit (P1, P2, . .. ) une suite de Cauchy dans l’espace euclidien de dimension m, R” ; 

supposons par exemple que 

= Ma M, a}; pa = (ai, sas), 

projections de (p,) sur chacun des m espaces coordonnées, c’est-à-dire, 

(air, asr, as”, s..)) os (ai, a ag" “….) @) 

sont des suites de Cauchy de R car, soit € > 0. Puisque (p,) est de Cauchy, 3 € N 

tel que 

Fan > pp) = [aa rs. + [am — a (m2 <e 
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D'où en particulier, 
Che CD) Cm) _ ,(m)}12 r8>n > |aP-a0/p<e, .…., |a, avr <e 

En d’autres termes, chacune des m suites de (1) est une suite de Cauchy. 

ESPACES METRIQUES COMPLETS 

DEFINITION: Un espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy de X converge 

vers un point p € X. 

Exemple 2.1: D’après le théorème fondamental de Cauchy (voir p. 58), la droite réelle R munie de la 

distance usuelle est complète. 

Exemple 2.2: Soit d la distance triviale sur un ensemble X quelconque. A présent (voir l'exemple 1.3), 

une suite (a,) de X est de Cauchy ssi elle est de la forme (41, 42, ...,4n0,P, P, P, .. :) 

laquelle, c’est clair, converge vers p € X. Ainsi tout espace métrique muni de la distance 

triviale est complet. È 

Exemple 2.3: L'’intervalle unité ouvert X — o 1) muni de la distance usuelle n’est pas complet puisque 

1071 
(voir l’exemple 1.2) la suite e » 34 .) de X est bien de Cauchy mais ne converge pas 

vers un point de X. 

Remarque : Les exemples 2.1 et 2.3 montrent que la propriété d’être complet n’est pas une 
propriété topologique ; en effet R est homéomorphe à (0, 1) bien que R soit 
complet et que (0, 1) ne le soit pas. 

Exemple 2.4: L'espace euclidien R”° de dimension m" est complet. En effet, soit (p1,P2,...) une suite 

de Cauchy de R”* où 

= (1) pi = (af, ...,000), Pa = (GS » 00 
Alors (voir l'exemple 1.4) les projections de (p,,) dans les m espaces coordonnées sont de 

Cauchy ; et puisque R est complet, elles convergent : 

(ai, a bre (ana 2) De 

Ainsi (p,) converge vers un point g = (b1,...,bM»)€ER", puisque chacune des m pro- 
jections converge vers la projection de qg (voir page , théorème 12.7). 

PRINCIPE DES FERMES EMBOITES 

On rappelle que le diamètre d: un sous-ensemble À d’un espace métrique X noté er est 
défini par d(A) = sp {d(a, a’): a, a € A} et qu’une suite d’ensembles À, ,A,,...,estdite 
emboîtée si A, D À; D... 

Le théorème suivant donne une caractérisation des espaces métriques complets analogue au 
théorème des intervalles emboîtés pour les nombres réels. 

Théorème 14.2 : Un espace métrique X est complet si et seulement si toute suite emboîïtée de 
fermés non vides dont le diamètre tend vers zéro a une intersection non vide. 

En d’autres termes, si A1 2 À, D... sont des ensembles fermés non vides d’un She 
métrique complet X tels que lim d(A4,) = 0, alors 5-0 An # D ; et vice versa. 

n > © 

Les exemples suivants montrent que les conditions lim d(A,) = O0 et le fait que les À; 
n — © 

soient des fermés sont toutes les deux nécessaires dans le théorème 14.2. 

Exemple 3.1: Soit X la droite réelle R et soient 4, =[n,c). A présent X est complet, les À, sont 
fermés, et A1 D A2 D... Mais N,-, 4, est vide. Remarquons que lim d(4,) # 0. 

n co 
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Exemple 3.2: Soit X la droite réelle R et soit 4, = (0, 1/n]. A présent X est complet, A D A2 D ..., 
et lim d(4,) = 0. Mais N,=1 An est vide. Remarquons que les 4, ne sont pas fermés. 

n—> 

ESPACES COMPLETS ET APPLICATIONS CONTRACTANTES 

Soit X un espace métrique. Une application f : X > X est dite contractante s’il existe un 

nombre réel &, 0 < à < 1 tel que pour tout p, q EX, : 

d(f(p),f(a)) < ad(p,Q) < d(p,q) 

Ainsi, dans une application contractante, la distance des images de deux points quelconques est 

inférieure à la distance des deux points. 

Exemple 4.1: Soit f l’application définie sur l’espace euclidien R? de dimension 2, c’est-à-dire f : R? > R? 

définie par f(p) = z p. Alors f est contractante car 

d(f(p),f(g)) = If@) — fall = Ip — all 

= 4lp—gl = 4d(p,0) 

p 

f(p) 

q 

Si X est un espace métrique complet, alors on a le théorème ‘‘du point fixe” suivant 

lequel a beaucoup d’applications en analyse. 

Théorème 14.3 : Si f est une application contractante dans un espace métrique complet, alors 

il existe un point unique p € X tel que f(p) = p. 

COMPLETIONS 

Un espace métrique X* est dit complété d’un espace métrique X si X* est complet et si X 

est isométrique à un sous-ensemble dense de X. 

Exemple 5.1: L'ensemble R des nombres réels est un complété de l’ensemble Q des nombres rationnels 

puisque R est complet et que Q est un en sous-ensemble dense de R. 

Nous allons à présent esquisser une construction particulière d’un complété d’un espace. 

métrique arbitraire X. Désignons par C[X] l’ensemble des suites de Cauchy de X et soit — la 

relation dans C [X] définie par 

(an) — (br)  ssi lim d(a», br) = 0 

Ainsi par ‘“” nous allons identifier les suites de Cauchy qui “devraient”? avoir la même ‘‘limite”. 

Lemme 14.4 : La relation — est une relation d'équivalence dans C[X1. 

Désignons à présent par X* l’ensemble quotient C [X]/— ; c’est-à-dire X* est formé des 

classes d'équivalence [(a,)] de suites de Cauchy (a,) € C[X]. Soit e l’application définie par 

e([(an)], [(b»)1) = lim d(an, ba) 
où [a], [(b,)1 € X*. ne 
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Lemme 14.5 : L’application e est bien définie, c’est-àdire (a,)  (a*) et (b,) — (b*) 
impliquent 

lim d(an, bn) — lim d(a*,b*). 
no 

En d’autres termes, e ne dépend pas de la suite de Cauchy particulière choisie pour repré- 
senter une classe d'équivalence. En outre, 

Lemme 14.6 : L’application e est une distance sur X*. 

A présent, pour chaque p € X, la suite (p, p, p,...)ECI[X], c’est-à-dire est de Cauchy. 
Posons 

PEN CS er 

Alors X est une partie de X*. 

Lemme 14.7 : X est isométrique à X, et X est dense dans X*. 

Lemme 14.8 : Toute suite de Cauchy dans X* converge et donc X* est un complété de X. 

Enfin nous allons montrer le 

Lemme 14.9 : Si Y* est un complété quelconque de X, alors Y* est isométrique à X*. 

Les lemmes précédents impliquent le résultat fondamental suivant. 

Théorème 14.10 : Tout espace métrique X a un complété et tous les complétés de X sont iso- 
métriques. 

En d’autres termes, à une isométrie près, le complété d’un espace métrique est unique. 

THEOREÈME DE BAIRE 

On rappelle qu’un sous-ensemble À d’un espace topologique X est un ensemble non dense 
ou rare dans X ssi l’intérieur de l’adhérence de À est vide : 

int(À) = @ 

Exemple 6.1 : L’ensemble Z des entiers relatifs est une partie non dense de la droite réelle R. En effet 
Z est fermé, c’est-à-dire Z = Z et d’intérieur vide ; ainsi 

int(Z) = int(Z) = @ 

de même, toute partie finie de R est non dense dans R. 

Par contre, l’ensemble Q des nombres rationnels n’est pas non dense dans R puisque 
l’adhérence de Q est égale à R et donc 

int(Q) = int(R) = R < @ : 

Un espace topologique X est dit de première catégorie (ou maigre) si X est la réunion au 
plus dénombrable d’ensembles non denses de X. Sinon X est dit de deuxième catégorie (ou non 
maigre). 

Exemple 6.2: L’ensemble Q des nombres rationnels est de première catégorie puisque les singletons 
{p} de Q sont non denses dans Q et que Q est réunion dénombrable desingletons. 

7e 

En vertu du théorème de Baire qui suit, la droite réelle R est de déuxième catégorie. 

Théorème (de Baïre) 14.11 : Tout espace métrique complet X est de deuxième catégorie. 

ESPACES COMPLETS ET COMPACITE 

Soit À une partie d’un espace métrique. A présent À est compacte ssi À est séquentiel- 
lement compacte, c’est-à-dire ssi toute suite (a, ) de A présente une sous-suite convergente 
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(a, ). Mais, d’après l’exemple 1.1, (a, ? est une suite de Cauchy. Ainsi il est raisonnable de 
s'attendre à ce que la notion d’espace complet soit relié à la notion de compacité ainsi qu’à la 
notion qui lui est liée : celle de précompacité. 

Nous allons anoncer deux de ces relations : 

Théorème 14.12 : Un espace métrique X est compact si et seulement s’il est précompact et 
complet. 

Théorème 14.13 : Soit X un espace métrique complet. Alors À C X est compact si et seulement 
si À est fermé et précompact. 

CONSTRUCTION DES NOMBRES REELS 

Les nombres réels peuvent être construits à partir des nombres rationnels par la méthode 
indiquée dans ce chapitre. Plus particulièrement, soit Q l’ensemble des nombres rationnels et 

. soit R l’ensemble des classes d’équivalence de suites de Cauchy dans Q: 

R = {[Ka, )] : (a, ) est une suite de Cauchy dans Q} 

A présent R muni de la distance appropriée est un espace métrique complet. 

Remarque : Soit X un espace vectoriel normé. La construction de ce chapitre nous donne un 
espace métrique complet X*. On peut alors définir les opérations suivantes 
d’addition vectorielle, de multiplication par un scalaire et de calcul de la norme 
dans X*, si bien que X* est en fait un espace vectoriel normé complet, appelé 
espace de Banach : 

(i) Ean)] + L(b»)] = Lan +m)] (ii) ÆE(ar)l = Ekar)] (iii) [IEK@&l]|| = Jim ||a»| 

PROBLEMES RESOLUS 

SUITES DE CAUCHY 

1. Montrer que toute suite de Cauchy (a,) d’un espace métrique X est précompacte (et 
ainsi également bornée). 

Solution : 

Soit € > 0. Nous voulons montrer qu'il existe une décomposition de {a,} en un nombre fini de 

parties, chacune de diamètre inférieur à €. Puisque (a,,) est de Cauchy, 4 n, € N tel que : 

nMm>nr > am Am) < € 

Par conséquent, B = {s0+1 dig+2> : : .} est de diamètre au plus égal à €. Ainsi {a,},..., {an}; B 

est une décomposition finie de {a, } en parties de diamètre inférieur à €, et donc (a,,) est précompacte. 

2. Soit (a,, a, ,...) une suite dans un espace métrique X, et soient 

Are {di1, @2, te ne A2 = {@, @3, - ne A3 = {as, da, He eh 

. Montrer que (a, ) est une suite de Cauchy si et seulement si les diamètres des À, tendent 
vers zéro, c’est-a-dire lim d(A,) = 0. 

n > © 

Solution : 

Supposons que (4, ) soit une suite de Cauchy. Soit e > O. Alors 

31RmEN tel que nMm>n > am Am) < € 

Par conséquent, n>nr > dA,y<e et donc Jim d'A = 0 
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Réciproquement, supposons que lim d (4 n) = 0. Soit e > 0. Alors 

n—c 

InEN tel qu d(Anÿ+1) < € 

D'où Le n, M >" > ns Am e Ant 1 D d(d» Am) < € 

et donc (a,) est une suite de Cauchy. 

Soit (a,, a, . . .) une suite de Cauchy dans X et soit (a, vo: .) une sous-suite de 

(a, ). Montrer que lim d(a,, a, ) = 0. 
n — © ge 

Solution : 

Soit e > 0. Puisque (a,,) est une suite de Cauchy, 

1REN tel que nm>n—-1 > day an) <e 

A présent in 0 2 n9nñ9— 1 et donc d (no? Gin) <e. En d’autre termes, lim d (a, d;,) = 0. 
nc 

Soit (@,, a,,...) une suite de Cauchy de X et soit (a,,, a; nr .) une sous-suite de (a,) 

convergeant vers p € X. Montrer que (a, ) converge également vers p. 

Solution : 

D'après l'inégalité triangulaire, d (a, p) < d (a, a.) Rd G;, pet donc 

lim d(asp) < lim d(a,a) + lim d(&,,?) 
Nn + n + 00 

Puisque 4,7 P; lim G;, p) = 0 et, d’après le problème précédent, lim d (a, 4;,) = (0. Alors 
nn nc 

lim d(a,,p) = 0 etdonc a, >p 
n + 

Soit (b,, b,,...) une suite de Cauchy d’un espace métrique X et soit (a,, a,,...)une 
suite de X telle que d (a,, b,) < 1/n pourtoutnE N. 

(i) Montrer que (a, ) est également une suite de Cauchy de X. 

(ii) Montrer que (a,) converge par exemple vers p € X si et seulement si (b,,) converge 

vers D. 

Solution : 

(i) Par l'inégalité triangulaire, 

dia, 4) =ud(a,,b}) + d(b,,6,) +'d(b,, a) 

Soit e > 0. Alors 3 n, € N tel que 1/7, < €/3. Ainsi 

nm>n > daman) < €/3 + d(bm, bn) + e/3 ! 

Par hypothèse, (b,, b,,...) est une suite de Cauchy ; d’où B 

IMEN  telqu  nm>m > dbmb) <e/3 

Posons nÇ, = max {n;, n,}, alors 

nMm>MN > d(aman) < d8+Fe8+ 4/8 —=e 

Ainsi (a,) est une suite de Cauchy. 

(äi) D’après l'inégalité triangulaire d (b,,, p) < d (b,,, a,) + d (a,, p) ; ainsi 

lim d(b,,p) <= Jim d(br an) + Jim (an, P) 
Nr 

Or lim d(b,, a,)< lim (1/n) = 0. Ainsi si a, > p, lim d(b,, p) < lim (a,, p}=0 et 
n—+ n—> n—c n—c É 

donc (a,,) converge également vers p. 

De même, si b,, > p, alors a, > p. 
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ESPACES COMPLETS 

6. Démontrer le théorème 14.2 : Les propositions suivantes sont équivalentes : (i) X est 
un espace métrique complet. (ii) Toute suite emboîtée de fermés non vides dont le 
diamètre tend vers zéro a une intersection non vide. 

Solution : 

Or (0 

Soient 4, DA, D... des fermés non vides de X tels que lim d (4,,) = 0. Nous voulons montrer 
n—> 

que N, 4, # ®. Puisque chaque A; est non vide, on peut construire une suite 

(@ys Gas ...) telle que a E A;, € As, .…. 

Nous affirmons que (a,) est une suite de Cauchy. Soit € > 0. Puisque Jim d (4,)= 0 
R > 

31nmEN. tel que d(A;,) re 

Or les À; non emboîtés ; donc 

n,m > no D A An e An > Ans Am € ÀA% > d(a», (7) Le 

Ainsi (a,,) est de Cauchy. 

A présent X est complet et donc (a,) converge vers p€ X par exemple. Nous affirmons que 

pEN, À,. Supposons le contraire, c’est-à-dire supposons que 

v I1KkEN tel que P € Àk 

Puisque 4, est fermé, la distance de p à A, est non nulle ; par exemple d (p, a,) — “ > 0. Alors À k et 

la boule ouverte S = S @, > ô) sont disjoints. Ainsi 

n>k > an € Àk > an € S(p, 45) 

Or ceci est impossible puisque a, > p. En d’autres termes, p € N, 4, et donc MN, 4, est non vide. 

Gi) = OQ: 
Soit (a,, a,, . . .) une suite de Cauchy de X. Nous voulons montrer que (a,,) converge. Posons 

À; = (di, Gore} A2 = Ad On es 

c’est-à-dire À, = {a, : n 2 k}. Alors 4, D 4, D... et, d’après le problème 2, lim d (4,) = 0. En 
n° 

outre, puisque d (4) = d (A), où À désigne l’adhérence de 4, A, 24, D...est une suite de fermés 

non vides dont le diamètre tend vers zéro. Donc, par hypothèse, N, 4, # Q ; par exemple p EN, À, 

Nous affirmons que la suite de Cauchy (a,,) converge vers p. 

Soit e > O. Puisque lim d(4,) = 0, 

1HEN tel que d(Àn,) <'e 

et donc n>N > APE À; > d(a,p)<e 

En d’autres termes, (a,,) converge vers p. 

Soit X un espace métrique et soit f : X > X une application contractante, c’est-à-dire 
il existe un ER, 0<a<1 tel que pour tout p, q EX, d(f(p),f (a)) <ad (p, q). 
Montrer que f est continue. 

- Solutions : 

Nous allons montrer que f est continue en chaque point x, € À. Soit € > 0. Alors 

dx, to) <e > d(f(x), f(xo)) < a d(x,xo) < ae < € 

et donc f est continue. : 
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8. Démontrer le théorème 14.3 : Soit f une application contractante dans un espace 

métrique complet X, supposons par exemple que 

d(f(a), f(b)) = a d(a, b), £a<l 

Alors il existe un point et un seul p € X tel que f (p) = p. 

Solution : 

Soit a, un point quelconque de X. Posons 

ai = f(ao), az = fa) = Fa), ..., an = f(an-1) = fa), 

Nous affirmons que (a,,a,,...)est une suite de Cauchy. Notons d’abord que 

d(fs+t (ao), ft(ao)) < a d(fs*t=1 (ao), ft-1(ag)) € *:* Æ at d(fs (ag), ao) 

FAR [ao f(ao)) + d(f(ao), f2(a0)) + ::: + d(fS—1 (ao), fs (ao))] 

0 q(fiti (ag), fi(ay)) < ai d(f{ag), &) et donc 

d(fs+t (ao), ft(ao)) < at d(f(ao), &o) (1 + à + à? + +: + as—1) 

at d(f(a&o), &o) [1/(1 — a)] 

puisque (+a+a+:::+as1l) € 1/(1— a). 

IN 

A présent soit € > 0 et posons 

a e(1 — a) Si d(f(@o), do) = 0 

e(1 — a)/d(f(ao), ao) Si d(f(@o), ao) < 0 

Puisque à < 1, 1MEN tel que ao <8 

Ainsisir >2s>n,, . 

d(as, a,) ia [1/4 a a)] d(f(@), &o) < 5[1/(1 je a)] d(f(@o), &o) £ € 

et donc (a,,) est une suite de Cauchy. 

A présent X est complet et donc (a,,) converge par exemple vers p € X. Nous affirmons que 

f (p) = p. En effet, f est continue et donc séquentiellement continue et donc 

f) = f (im an) = lim fu) = lim aus = p 
Enfin, nous allons montrer que p est unique. Supposons que f (p) = p et que f (qg) = q; alors 

d(p,q) = d{f(p),f(a)) < a d(p, q) 
Or a < 1 ; ainsi d (p, q) = 0, c’est-à-dire p = q. 

COMPLETIONS 4 

9. Montrer que (a,) — (b,) si et seulement si elles sont toutes les deux des sous-suite d’une 
suite de Cauchy (c,,). 

Solution : 

Supposons que (a,,)— (b,), c'est-à-dire lim d (a,, b,) = 0.Définissons (c,) par 
n° 

Er ion si n est pair 

“ bicn+ 1) si n est impair 

Ainsi (c,) = (b,, a, b,,a,,...). Nous affirmons que c, est une suite de Cauchy. En effet soit e > 0; 
à présent 

In EN tel que MND> M > d(am An) < $e 

1MEN tel que MNn>N À dbm bn) < Le 

I1nEN tel que n>ns > dan bn) < 4e 
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Posons n, = max (n,,n,,n,). Nous affirmons que 

mn>2n > den En) < € 

Notons que m>2n > 4m>mns Hm+1) > 3% 

Ainsi min pair À Cm = Gym En = dyn > UomsEn) < ke < e 

m,n impair > Cm — bi,çm+ 135 Can — bigcn+ 1) =, dc Cn) < 4e < € 

m pair, n impair D Cm = Gym Cn — bigcn+n) > 

Cm» cs) T Um bym) + Ubyms byycn+1) < &e + 4e — € 

et donc { c,) est une suite de Cauchy. 

Réciproquement, s’il existe une suite de Cauchy (c,) pour laquelle (a,) = (cj,) et (bn) = (Ck,), 

De lim d(a,,b,) = lim d(c,c,) = 0 
N + % nr a 

puisque { c,) est de Cauchy et que n > implique j,, he. 

Démontrer le lemme 14.5 : L'application e est bien définie ; c’est-à-dire (a,)#"(a#}er 

(b,) — (b*) implique lim d(a,,b,) — lim d(a*, b*). 
Eee n + 

Solution : 

Posons = lim d(a,, b,) et r* = lim d(a#, bä) et soit e > O. Notons que 

das br) < des a%) + d(a%,6%) + d(br, b) 

A présent 

1nEN tel que n>"m > dati) < «/3 

1REN tel que n>n > dWb,b}) < 43 

31m €N telque n>n3 > |d(a*,b%)-r*|< e/3 

Par conséquent, si n > max (n1,n2,n3) alors 

das, b4) < r* +e et donc lim d(a,,b,) =r <r'+e 
+ D 

Mais cette inégalité est valable pour tout € > 0 ; ainsi r < r*. De même on montre que r* <r ; ainsi 

r=r*. 

Soit (a,) une suite de Cauchy de X. Montrer que æ = [(a,)] € X* est la limite de la 

suite (1, &,...)de À. (IciX = {P = KP. 1e) 

Solution : 

Puisque {4,,) est une suite de Cauchy de #, 

lim e(@n,a) = lim ( lim dam a,)) = Jim da,a) = 0 
Mr 

ML + 
M+ 0 

fs a 

Par conséquent, (4,) > @. 

Démontrer le lemme 14.7 : X est isométrique à x ,et X est dense dans X*. 

Solution : 

Pour tout p,q € X, PS 

e(p,4) = lim d(p,g) = d(p, a) 

et donc X est isométrique à Z. Nous allons montrer que X est dense dans X * en démontrant que tout 

point de X* est la limite d’une suite de Z. Soit « = [(a,, 42, .. . )] un point arbitraire de X #. Alors 

(a,) est une suite de Çauchy de X et donc, d’après le problème précédent, & est égale à la limite de la 

suite (ä1,4,...) de X. Ainsi X est dense dans X *. 
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Démontrer le lemme 14.8 : Toute suite de Cauchy dans (X *, e) converge et donc (X*, e) 
est un complété de X. 

Solution : 

Soit (@1, &,...) une suite de Cauchy de X*. Puisque À est dense dans X*, pour tout n EN, 

16€ telque  e(ên,an) < 1/n 
Alors (d’après le problème 5) (ä1, 42, ...) est également une suite de Cauchy et, d’après le problème 
12, (ä1, 42, ...) converge vers B = [(a1,a2,...)] € X*. Ainsi (problème 5) (a,) converge également 
vers B et donc (X*, e) est complet. 

Démontrer le lemme 14.9 : Si Y* est un complété de X, alors Y * est isométrique à X*. 

Solution : 

Nous pouvons admettre que X est un sous-espace de Y *. Ainsi pour tout p € Y *, il existe une 

suite (41, 42, . . . ) de X convergent vers p ; et, en particulier, (a,) est une suite de Cauchy. Soit 
f:Y*— X* définie par 

f(p) = [a;, a, ...)] 

A présent si (a*,a%,...) € X converge également vers p, alors 

lim d(a,,a*) = 0 et donc [(a,)] = [(a*)] 
nn +20 

En d’autres termes, f est bien définie. 

En outre, f est surjective. En effet si [(b1, b2,...)] € X* alors (b4, b2,...) est une suite de 
Cauchy de X C Y* et, puisque Y * est complet, (b,) converge, par exemple, vers q € Y *. Par consé- 
quent f(q) = [(b,)]. 

A présent soient p, q € Y * avec par exemple (a,) et (b,,) dans X convergeant respectivement vers 
p et q. Alors 

e(f(p), f(q)) = e(L(a,)], E(b,)1) = Jim d(a,, b,) = à ( dim Ans Jin o,) = d(p, q) 

Par conséquent, f est une isométrie de Y * sur X*. 

THEOREME DE BAIRE 

15. 

16. 

LT. 

Soit N un sous-ensemble non dense de X. Montrer que N° est dense dans X. 

Solution : 

Supposons que N° ne soit pas dense dans X , c’est-à-dire 1 p € X et un ouvert G tel que 

pEG et GnN =09 

Alors p E GC Net donc p € int (N). Mais ceci est impossible puisque N est non dense dans X , c’est-à- 
dire int (N) = @. Donc N° est dense dans X. ‘ 

Soit G un ouvert d’un espace métrique X et soit N un ensemble non dense de X. Montrer 
qu'il existe p € X et Ô > 0 tel que S(p, 6) C Get que S(p, ô) NN = Y. 

Solution : 

Posons H=G"N N°. Alors HCGetHNN= Q. En outre Æ est non vide puisque G est ouvert 
et que V° est dense dans X ; supposons par exemple que p € H. Mais H est ouvert puisque G et N° sont 
ouverts ; ainsi 16 > 0 tel que S(p, 6) C H. Par conséquent, S(p, 8) C G et S(P,8)NN = 9. 

Démontrer le théorème 14.11 : Tout espace métrique complet est de deuxième catégorie. 

Solution : 

Soit M C X et soit M de première catégorie. Nous voulons montrer que M Æ X, c’est-à-dire qu’il 
1p EX tel que p € M. Puisque M est de première catégorie, M = Ni UN; U...0ù chaque N, est non 
dense dans X. 
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Puisque NV, est non dense dans X, 14,€ À et 6, > Otelque S(a1, 01) NN, = @.Posons € — Ô1/2. 

Alors 

Se) NN = © 

A présent S (41, €1) est ouvert et N, est non dense dans X et donc, d’après le problème 16, 

IQEX et 5>0  telque  S(a, 89) C S(a, 1) C Slaye) et  S(a, 62) N No = O 

Posons € = 62/2 < €1/2 = 81/4. Alors 

Saxe) € SQ@pe) et Sa») NN: = 9 

Continuant ainsi on obtient une suite de fermés emboîtés 

Se) > Saxe) > Same) 2 ::: 

telle que pourtoutn EN, S(a,,en NN, = © et en < 81/2" 

Ainsi lim €, < lim 6/2” = 0 et donc, d’après le théorème 14.2, 
n—© n° 

1pEX tel que p € Ny=1 S(am En) 

De plus, pour toutn EN,p Œ N, et doncp € M. 

ESPACES COMPLETS ET COMPACITE 

18. 

19. 

20. 

Démontrer que tout espace métrique compact X est complet. 

Solution : 

Soit (ai, a2,...) une suite de Cauchy de X. A présent X est compact et donc séquentiellement 

compact ; ainsi (a,) contient une sous-suite CPL ITR ) qui converge par exemple vers p € X. Or 

(problème 4) (4,) converge également vers p. Ainsi X est complet. 

Soit E un sous-ensemble précompact d’un espace métrique X. Montrer que toute suite 

(a,) de E contient une sous-suite de Cauchy. 

Solution : 

Puisque £ est précompact on peut décomposer £ en un nombre fini de parties de diamètre infé- 

rieur à €, = 1. L'une de ces parties, appelons-la A;, doit contenir une infinité de termes de la suite ; 

ainsi 

1i€N tel que di, € À; 

A présent À, est précompact et peut donc être décomposé en un nombre fini de parties de dia- 

mètre inférieur à € — _ De même, l’une de ces parties, appelons-la 4,, doit contenir une infinité 

de termes de la suite ; ainsi 

JHEN ‘tel que W>ù et da € A2 

De plus, 4 C A1. 

On continue ainsi et on obtient une suite d’ensembles emboîtés 

DS AE AS Sr CAVE d(A,) < 1/n 

et une sous-suite (a;,,4j,,-.. ) de (ay) avec a;, € An. Nous affirmons que (a;,) est une suite de Cauchy. 

En effet, soit e > 0 ; alors 
3 m€EN tel que 1/n9 << et donc d(A»,) < € 

Donc GE tn > in > ue ue, e A > da; a;,)< € 

Démontrer le théorème 14.12 : Un espace métrique X est compact si et seulement si X 

est précompact et complet. 
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21. 

Solution : & 

Supposons que X soit compact. Alors, d’après le problème 15, X est complet et, d’après le lemme 

11.17 page 174, X est précompact. 

Réciproquement, supposons que X soit précompact et complet. Soit (a1,a2,...) une suite de X. 

Alors, d’après le problème précédent, (4,) contient une sous-suite qui est de Cauchy, laquelle converge 

puisque X est complet. Ainsi X est séquentiellement compact et donc compact. 

Démontrer le théorème 14.13 : Soit À un sous-ensemble d’un espace métrique complet 
ZX. Alors les propositions suivantes sont équivalentes : (i) À est compact, (ii) À est fermé 
et précompact. 

Solution : 

Si À est compact, alors d’après le théorème 11.5 et le lemme 11.17, il est fermé et précompact. 

Réciproquement, supposons que À soit fermé et précompact. À présent un fermé d’un espace 

complet est complet et donc À est complet et précompact. Ainsi, d’après le problème précédent, À 

est compact. 

PROBLEMES SUPPLEMENT AIRES 

ESPACES METRIQUES COMPLETS 

22. 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 

29. 

30. 

Soit (X, d) un espace métrique et soit e la distance sur X définie par e(a, b) = min {1, d(a, b)}. Montrer 

que (a,) est une suite de Cauchy de (X, d) si et seulement si (a,,) est une suite de Cauchy dans (X, e). 

Montrer que tout espace métrique fini est complet. 

Démontrer que tout sous-espace fermé d’un espace métrique complet est complet. 

Montrer que l’espace de Hilbert (l’espace /,) est complet. 

Démontrer que si (X, R) est l’ensemble des applications réelles bornées définies sur X muni de la 
norme 

fl = sup {|f(x)| : x € X} 

Alors B(X, R) est complet. 

Démontrer qu’un espace métrique X est complet si et seulement si tout sous-ensemble précompact 
infini de X a un point d’accumulation. 

Montrer que la réunion au plus dénombrable d’ensembles de la première catégorie est de première 
catégorie. 

Montrer qu’un espace métrique X est précompact si et seulement si toute suite de X contient une 
sous-suite de Cauchy. 

Montrer que si X est isométrique à Y et si X est complet, alors Ÿ est complet. 

PROBLEMES DIVERS 

31. Démontrer que tout espace vectoriel normé X peut être plongé dans un espace de Banach, c’est-à-dire 
un espace vectoriel normé complet. (/ndication : voir la remarque de la page 219). : 
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Espaces de fonctions 

ESPACES DE FONCTIONS 

Soient X et Ÿ deux ensembles arbitraires et soit #(X, Y) l’ensemble des applications de X 

dans Ÿ. Tout sous-ensemble de F(X, Y) muni d’une topologie est appelé un espace de fonctions. 

On peut identifier F(X, Y) à un ensemble produit de la manière suivante : Désignons par 

Y, un exemplaire de Ÿ indexé par x € X et désignons par F le produit des ensembles Y,, 

. c’est-à-dire, 
Fr — [[(Y:2Eex) 

Rappelons que F est formé des points p = (a, : x € X) qui font correspondre à chaque xE X 

l'élément a, € Y, = Y, c’est-à-dire F est formé des applications de X dans Y et donc 

F = F(X, Ÿ). 

A présent pour chaque élément x EX, l'application e, de l’ensemble des fonctions 

F(X, Ÿ) dans Y définie par 
| eff) = f(x) 

est appelé l’application valeur en x. (Ici f est une application quelconque de F(X, Y), c’est-à- 

dire f : X > Y.) Par notre identification de F(X, Y) avec F, l'application valeur en x, e,, est 

précisément l’application projection tr, de F dans l’espace coordonnée Ÿ, = Y. 

Exemple 1.1: Soit F(IZ R) l’ensemble des applications à 

valeurs réelles définies sur Z = [0, 1] et soient 

f,gh€ F(L, R) les applications 

f(x) = x2, gx) = 2x 25 1, h(x) = sinrx 

Considérons l’application valeur en }, e;: F(, R) 

— R en par exemple j — — Alors 

e;(f) fn) = 14 = + 

eg) = 9) = 94) = 2 

eh) = hi) = k 1 

Graphiquement, e; (f), e; (g) et e; (h) sont les 

points où les graphes de f, g et h coupent la 

droite verticale R; passant par X — j. 

TOPOLOGIE DEFINIE PAR UN POINT ET UN OUVERT 

Soit X un ensemble arbitraire et soit Y un espace topologique. Nous allons d’abord étudier 

la topologie produit T sur F (X, YŸ) où on identifie # (X, Ÿ) avec l’ensemble produit F — 

II {Ÿ,:x EX} comme ci-dessus. Rappelons que la sous-base de définitions de la topologie 

produit sur F est formée des sous-ensembles de F de la forme 

Fi [G] = (f: 740) € G) 

où x, € À et G est un ouvert de l’espace coordonnée Y,,_ = Y. Or Tx0 À) ER (f) = f(&o), 

où e, est l'application valeur en x, € X. Ainsi la sous-base de définitions de la topologie 

produit T sur F (X, Ÿ) est formée de tous les sous-ensemble de # (X, Y) de la forme 



228 Chapitre 15/Espaces de fonctions 

{f : f(xo) € GX, c’est-à-dire des applications qui envoient un point arbitraire x, € X dans un 
ouvert arbitraire G de Y. On appelle cette topologie produit sur # (X, Ÿ), pour des raisons 
évidentes, la topologie définie par un point et un ouvert. 

Par ailleurs, on peut définir la topologie définie par un point et un ouvert sur # (X, YŸ) 
comme étant la topologie la moins fine sur # (X, Ÿ) pour laquelle les applications ‘valeur en x”? 
e.: F (X, Y) > Ÿ soient continues. Cette définition correspond directement à la définition de 
la topologie produit. 

Exemple 2.1: Soit 7 la topologie définie par un point et un 

ouvert sur # (1, R) ou Z [0, 1]. Comme ci- 

dessus, les éléments de la sous-base de définition 

de T sont de la forme G 

{f : f(o) € G} 

où 9 €1 et G est un ouvert de R. Graphi- 

quement, les éléments de la sous-base ci-dessus 0 à 1 
sont formés des applications dont le graphe passe Jo 

par l’ouvert G situé sur la droite réelle verticale 

R passant par le point j, de l’axe horizontal. 

Rappelons que celui-ci est identique à l’élément 

de la sous-base de l’espace produit . R 

X = I]{R:iel; 

représenté au chapitre 12 page 187. 

Exemple 2.2: Si À est un sous-ensemble d’un espace produit 

[I {X;:i€I}, alors À est un sous-ensemble du 
produit de ses projections, c’est-à-dire 

ACJIJI{rilAl|:1e€e1} 

(comme on l’a montré sur le schéma). 

Ainsi À CN {n,[4]:;€I} où 7,[4] est 
l’adhérence de n;[A]. Par conséquent, si 

cA — cA(X, Ÿ) est un sous-ensemble de F (X, Y) 

alors 
A CII tr. Al: 2 Ce X ME IKa EE re 

et e,[e4] = {f (x): fEcA}. D’après le théorème de Tychonoff, si {f(x) :x € X} est 
compact pour tout x E X, alors II {r, [e4] : x € X} est un sous-ensemble compact de 
l’espace produit IT {Y, : x € X}. 

On rappelle qu’un sous-ensemble fermé d’un compact est compact. Ainsi le résultat de 
l'exemple 2.2 implique le 

Théorème 15.1 : Soitc4 un sous-ensemble de F°(X, Ÿ). Alors c4 est compact pour la topologie 
définie par un point et un ouvert sur # (X, Y) si (i)e4 est un sous-ensemble 
fermé de F(X, Ÿ) et (ii) pour tout x € X, {f (x) : f Ec} est un compact de 
Y- 

Dans le cas où Y est séparé, on a le résultat plus fort suivant : 

Théorème 15.2 : Soit Ÿ un espace séparé et soit c4 C F (X, Ÿ). Alors cÆest compact pour la 
topologie définie par un point et un ouvert si et seulement si c4 est fermé 
et si pourtoutx EX, {f(x):fE est compact. 

CONVERGENCE SIMPLE 

Soit (f,, f2,.. .} une suite d’applications d’un ensemble arbitraire X dans un espace topo- 
logique YŸ. La suite {f,} est dite converger simplement vers une application g : X — Y si pour 
tout x, EX, 
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(fi(æo), fa), .. .) converge vers g(xo), i.e. lim fu(xo) — g(x0) 

En particulier, si Ÿ est un espace métrique, alors (f,) converge simplement vers g ssi pour tout 

e > Oettoutx, EX, | 

3 no — No(Xo, €) EN tel que n > No > d(fn(to), g(xo)) - 

Notons que n, dépend de € et également du point x,. 

Exemple 3.1: Soit (f,, f,, . . .) la suite d’applications de 

I = [0,1] dans R définies par 

f(x) = x, falx) = æ?, f(x) = a, ... 

Alors (f,, } converge simplement vers l'application 

g:1 > R définie par 

Le 0 si 0<x<1 

£ 2 TS rl 

Remarquons que la fonction limite g n’est pas 

continue bien que chacune des fonctions f, soit 

continue. 

La notion de convergence simple est reliée à la topologie définie par un point et un ouvert 

de la manière suivante : 

Théorème 15.3 : Une suite d’applications (f,, f,,...) de F(X, Y) converge versg € FX) 

pour la topologie définie par un point et un ouvert sur F (ZX, YŸ) si et seule- 

ment si (f,,) converge simplement vers g. 

En vertu du théorème ci-dessus, la topologie définie par un point et un ouvert sur # (X, Y} 

est également appelée la topologie de la convergence simple. 

Remarque : Rappelons que la métrisabilité n’est pas invariante par passage au produit infini; 

donc la topologie de la convergences simple d’applications à valeurs réelles 

définies sur [0, 1] n’est pas une topologie induite par une distance. La théorie 

des espaces topologiques comme généralisation des espaces métriques a été 

d’abord motivée par l’étude de la convergence simple des fonctions. 

CONVERGENCE UNIFORME 

Soir...) une suite d’applications d’un ensemble arbitraire X dans un espace 

métrique (Œ d). Alors (f,) est dite converger uniformément vers une application g : X > Y si. 

pour tout e > O, 

4 no = no) EN tel que n>n > d(fr(x),g(x) <e, Vx EX 

En particulier, (f,) converge simplement vers g; c’est-à-dire que la convergence uniforme 

implique la convergence simple. Remarquons que le n, ne dépend que de € tandis que dans la 

convergence simple le n, dépend à la fois de e et du point x. 

Dans le cas où X est un espace topologique, nous avons le résultat classique suivant : 

Préposition 15.4 : Soit (f,, f2, - . .) une suite d’applications continues d’un espace topologique 

X dans un espace métrique Y. Si (f,) converge uniformément vers g : X >Y, 

alors g est continue. 

Exemple 4.1: Soient f,,/f,...1es applications continues suivantes de 7 — [0, 1] dans R : 

f1(x) — %;, fa(x) = 4, f3(x) = x, AA 
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A présent, d’après l'exemple 3.1, (f,) converge simplement vers g : / > R définie par 

_ fo si 0=<x<1 
IE rat 

Puisque g n’est pas continue, f, ne converge pas uniformément vers g. 

Exemple 4.2: Soit (fi, f, ...) la suite de fonctions suivantes de F (R, R) : 

1 . __ J1i-1lla site <n 
HU ! si [xl =n 

A présent (f,) converge simplement vers la 
fonction constante g(x) = 1. Mais (IS RNnC 

converge pas uniformément vers g. En effet, 

soit € = 3. Notons que pour tout n € N, il existe 

des points x, ER tels que f, (x,) = 0 et donc 

fo) -8GoI=1>e. 
Désignons par 8 (X Y) l’ensemble des applications bornées d’un ensemble arbitraire X 

dans un espace métrique (Y, d) et soit e la distance sur B(X, Y) définie par 

e(f,g) = sup {d(f(x), g(x)) : x € X} 
Cette distance a la propriété suivante : 

Théorème 15.5 : Soit (f,, f,, . . .) une suite d’applications de B(X, Y). Alors f, converge 
vers g€ 8 (X, Ÿ) pour la distance e si et seulement si (f,) converge unifor- 
mément vers g. 

En vertu du théorème précédent, la topologie induite sur 8(X, Ÿ) par la distance ci-dessus 
est appelée la topologie de la convergence uniforme. 

Remarque : La notion de convergence uniforme définie dans le cas d’un espace métrique Y 
ne peut être étendue à un espace topologique plus général. Cependant, la notion 
de convergence uniforme peut-être étendue à une famille d’espaces appelés 
espaces uniformes qui sont intermédiaires entre les espaces topologiques et les 
espaces métriques. 

L'ESPACE DE FONCTIONS C[0,1] 

L’espace vectoriel ( [0, 1] des fonctions continues de 1 = [0, 1] dans R muni de la norme 
définie par 

fl = sup {f(x)|: x ET) 
est l’un des espaces de fonctions les plus importants de l’analyse. Notons que la norme ci-dessus 
induit la topologie de la convergence uniforme. 

Puisque 7 = [0,1] est compact, chaque f € C[0, 1] est uniformément continue : c’est-à-dire, 

1 

Proposition 15.6 : Soit f : [0, 1] > R une application continue. Alors pour tout e > O, 

15—65()>0 tel que o— til <8 > |f(to) — f(x1)| < e 
La continuité uniforme (comme la convergence uniforme) est plus forte que la continuité en ce 
sens que Ô ne dépend que de € et non du point particulier choisi. : 

Il s’ensuit l’une des conséquences de la proposition 15.4 : 

Théorème 15.7 :  C[0, 1] est un espace vectoriel normé complet. 
Nous utiliserons le théorème de Baire sur les espaces métriques complets pour démontrer 

le résultat intéressant suivant : 
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Proposition 15.8 : Il existe une fonction continue f : [0, 1] > R qui n’est dérivable nulle part. 

_ Remarque: Tous les résultats démontrés ici pour (Ç [0, 1] sont également vrais pour l’espace 
s C[a, b] des fonctions continues sur l'intervalle fermé [a, b]. 

FONCTIONS UNIFORMEMENT BORNEES 

En essayant d’établir quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que des 

sous-ensembles d’espaces de fonctions soient compacts on est amené à considérer la notion de 

fonctions uniformément bornées et de fonctions équicontinues qui sont intéressantes en elles- 

mêmes. 

Un ensemble de fonctions à valeurs réelles c4 = {f, : X — R} définies sur un ensemble 

arbitraire X est dit uniformément borné si 

1MER tel que f(x)| < M, Nf € cA, Vzex, 

C'est-à-dire que chaque application f € c4 est bornée et il existe une borne valable pour toutes 

les applications. 

En particulier si c4 € Ç [0, 1], alors le fait d’être uniformément borné est équivalent à 

1MER tel que fl <M, VfE A 

ou encore, c4 est un sous-ensemble borné de C[0, 1]. 

Exemple 5.1: Soit c/ le sous-ensemble suivant de F(R, R) : 

A = {fi(x) = sinx, fox) = sin 2x, ...} 

Alors c4 est uniformément borné. En effet soit M = 1 ; alors, pour toute fE cA et 

toutx ER, |f(x)| < M. Voir la figure (a) ci-dessous. j 

Fig. (b) 

Exemple 5.2: Soit 4C C [0, 1] défini comme suit (voir la figure (b) ci-dessus) : 

A — {f1(x) = %x, f(x) = 2x, fax) = 3x, AR 

Bien que chaque fonction de € [0, 1], et donc en particulier de cA, soit bornée,eÂ n’est 

pas uniformément borné. En effet si M est un réel quelconque aussi grand qu’on veut, 

3 no EN tel queng > Met donc f,,(1) — ño > M. 

EQUICONTINUITE, THEOREME D’ASCOLI 

Une famille d’applications à valeurs réelles 4 = {f; : À R} définies sur un espace mé- 

trique arbitraire X est dite équicontinue si pour tout e > O, 

35—5>0 tel que dto,%1) <8 > [f(t)— f(x) <e VE A 

Notons que 6 ne dépend que de € et non des points ou de l’application particulière choisie. Il est 

clair que chaque application f € cA est uniformément continue. 
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Théorème (d’Ascoli) 15.9 : Soit c4 un sous-ensemble fermé de l’espace de fonctions C[0, 1]. 
Alors c4 est compact si et seulement si e4 est uniformément borné 
et équicontinu. 

TOPOLOGIE DEFINIE PAR UN COMPACT ET UN OUVERT 

Soient X et Y deux ensembles arbitraires etsoient À C X et BC Y. Nous écrirons F (A, B) 
pour désigner l’ensemble des applications de X dans Ÿ appliquant À dans B : 

F(A,B) = {fEF(X,Y): f[A]CE) 

Exemple 6.1 : Soit cf la sous-base de définition de la topologie définie par un point et un ouvert sur 

F(X, Ÿ). On rappelle que les éléments de © sont de la forme 

{FE FX, Y):fG)E GT}, où x EX, G est un ouvert de Y 

Suivant la notation ci-dessus, on peut désigner cet ensemble par F(x, G) et on peut 

définir -f par 

JS = (F(x,G:2EX, GC Y ouvert} 

A présent, soient X et Y des espaces topologiques et soit «4 la famille des sous-ensembles 
compacts de X et G celle des ouverts de Y. La topologie T sur F(X, Ÿ) engendrée par 

JS = {F(A,G):A4EcA4,GEG) 

est appelée la topologie définie par un compact et un ouvert ou la topologie compacte-ouverte 
sur F(X, Y),et cj est la sous-base de définition de T. 

Puisque les singletons de X sont compacts, < contient les éléments de la sous-base de défi- 
nition de la topologie définie par un point et un ouvert sur #(X, Ÿ). Ainsi : 

Théorème 15.10 : La topologie définie par un point et un ouvert sur #(X, Y) est moins fine 
que la topologie compacte-ouverte sur #F(X, Y). : 

Rappelons que la topologie définie par un point et un ouvert est la topologie la moins fine 
pour laquelle les applications valeur en x soient continue. Ainsi, 

Corollaire 15.11 : Les applications valeur en x e, : F(X, Y) = Y sont continues pour la topo- 
logie compact ouverte sur F(X, Y). 

\ 
TOPOLOGIE DE LA CONVERGENCE UNIFORME COMPACTE 

Soit (f1,f2, . . . } une suite d’applications d’un espace topologique X dans un espace mé- 
trique (Y, d). La suite (f,) est dite converger uniformément sur tout compact vers g : X = Y si 
pour tout compact E € X et tout e > O0, ' 

3 n = M(E,e) EN tel que n>no > d(fn(t),g(t)) <e, x EE 

En d’autres termes, (f,) converge uniformément sur tout compact vers g ssi pour tout compact 
E € X, les restrictions de (f,) à E convergent uniformément vers la restriction de g à E, c’est- 
a-dire, 

(f1lE, f2lE,...) converge uniformément vers gl£E 

À présent la convergence uniforme implique la convergence uniforme sur tout compact et, 
puisque les singletons sont compacts, la convergence uniforme sur tout compact implique la 
convergence simple. 

Exemple 7.1: Soit (f1,/f2,...) la suite de F (R, R) définie par j 

re { = {el si [xl <n 

0 si xl =n 
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A présent (f,) converge simplement vers la fonction constante g(x) = 1 mais (f,) ne 

converge pas uniformément vers g (voir l'exemple 4.2). Cependant, puisque tout compact 

E de R est borné, (f,,) converge uniformément sur tout compact vers g. 

Théorème 15.12 : Soit C(X, Y) l’ensemble des applications continues d’un espace topologique 

X dans un espace métrique (Ÿ, d). Alors une suite d’applications (f,) de 

C (ZX, Y) converge vers g € C (X, Ÿ) pour la topologie compacte ouverte si 

et seulement si (f,) converge uniformément sur tout compact vers £. 

En vertu du théorème précédent, la topologie compacte-ouverte est également appelée la 

topologie de la convergence uniforme sur tout compact ou de la convergence uniforme compacte. 

FONCTIONNELLES SUR LES ESPACES NORMES 

Soit X un espace vectoriel normé (sur R). Une application à valeurs réelles f de domaine D 

c’est-à-dire f : X > R, est appelée une fonctionnelle. 

DEFINITION: Une fonctionnelle f sur X est linéaire si 

(Gi) f(e + y) = f(x) +f(y), Vx,y € XSet. (M): f(t) = ETR)LNI EX FER 

Une fonctionnelle linéaire f sur X est bornée si ; 

1M>0O tel que f(x)| < M|xl, VreX 

Ici M s’appelle une borne pour f. 

Exemple 8.1: Soit X l’espace des fonctions continues à valeurs réelles définies sur [a, b] muni de la 

norme |lfll = sup {|f(x)| : x E [a, b]}, c’est-à-dire X = Cfa, b]. Soit I : X > R définie 

par 
b 

I) = J fo dt 

Alors I est une fonctionnelle linéaire, en effet, 

“b b b 

w+o = f'umrawma = [ro + [ob = 19 +160 
b b b 

in = f po = fx = & froa = 
En outre, M — ne a est une borne pour I puisque 

b 

1) = [ro < Mswto = MIA 
Proposition 15.13 : Soient f et g deux fonctionnelles linéaires bornées sur X et soit k € R. 

Alors f + g et k. f sont également des fonctionnelles linéaires bornées 

sur À, 

Ainsi (d’après la proposition 8.14, page 132) la famille X* des fonctionnelles linéaires 

bornées sur X est un espace vectoriel. 

Proposition 15.14: L’application suivante sur X* est une norme : 

If = sup {f(&)//xil : x < 0} 
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Remarquons que si M est une borne pour f, c’est-à-dire | f (x) | M ||x ||, V x € X,; alors 

en particulier pour x Æ 0,|f(x)|/lIxI| <M et donc || f|| SM. D'ailleurs, ||f|| aurait pu être 

définie de manière équivalente par 

f|| = inf {M : M est une bomme pour f} 

Remarque : L'espace vectoriel normé des fonctionnelles linéaires bornées sur X est appelé 

l’espace dual de X. 

PROBLEMES RESOLUS 

CONVERGENCE SIMPLE, TOPOLOGIE DEFINIE PAR UN POINT ET UN OUVERT 

L: Soit (f,, f:, . . .) la suite de fonctions de # (I, R] où 
1 = [0, 1] définie par 

An?x si 0O<x<l/2n 

fn(x) = <=A4nx An vai l/2n <r<1/n 

0 SH LU 

Montrer que (f,) converge simplement vers la fonction 
constante g (x) = 0. 

Solution : 

On a f, (0) = O pour tout n EN et donc lim f, (0) —=g (0) — O. Par ailleurs si x, > O, alors 
nn °° 

3 r0 ENtelque 1/n,< x, ; d’où 

n>n > fn(to) =0 > Jim fn(&o) = g(xo) = 0 

Ainsi (f, ) converge simplement vers la fonction nulle. 

Remarquons que 

1 1 
f, &@)dx = 1 pourtout n€EN etque Ji g(x)dx = 0 

Ainsi, dans ce cas, la limite des intégrales n’est pas égale à l’intégrale de la limite, c’est-à-dire 

1 nl 

in (0 0) de J He 
0 n + 0 nc 0 

2: Soit ( (Z, R) l’ensemble des fonctions continues à valeurs réelles définies sur Z = [0, 1] 
muni de la norme : 

lil = f Fode ; 
0 

Donner un exemple d’une suite (f,, f,,...)des Ç (I, R) telle que f, — g pour la norme 
ci-dessus mais telle que (f, } ne converge pas simplement vers g. 

Solution : 

Soit (f,,) définie par f, (x) = x”. Alors 
1 

lim -||f,1 = lim J: gd = lim l/(nF1) —="0 
n—+ 0 n + x 0 n + 20 

Ainsi (f,) converge vers la fonctions nulle g (x) = O pour la norme ci-dessus. Par contre ( f,) converge 
simplement (voir l’exemple 3.1) vers la fonction f définie par f (x) = 0 et 0 < x < 1 et f(x) = 1 si 
x = 1. Notons que f F g. 

3. Montrer que si Yest T,, T,, régulier ou connexe, alors }°(X, Y) muni de la topologie 
définie par un point et un ouvert possède la même propriété. 
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Solution : 

Puisque la topologie définie par un point et un ouvert sur # (X, YŸ) est la topologie produit, 

F(X, Y) hérite de toute propriété de Ÿ invariante par passage au produit. D’après des résultats 

antérieurs, les propriétés ci-dessus sont invariantes par passage au produit. 

Démontrer le théorème 15.2 : Soit Ÿ un espace séparé et soit 4 un sous-ensemble de 
F(X, YŸ) muni de la topologie définie par un point et un ouvert. Alors les propositions 
suivantes sont équivalentes : (ii) cest compact. (ii) cest fermé et {f(x) : fÉ A} est 
compact dans Ÿ pour tout x € X. 

Solution : 

D’après le théorème 15.1 (ii) = (i) et donc nous n’avons plus qu’à montrer que (i) = (ii). Puisque Y 

est séparé et que le fait d’être T, est invariant par passage au produit, F(X, Y) est également séparé. A 
présent d’après le théorème 11.5 un sous-ensemble compact d’un espace séparé est fermé ; ainsi 4 est 

fermé. En outre, chacune des applications “valeurs” e, : F(X, Y) > Y est continue pour la topologie 

définie par un point et un ouvert ; ainsi pour tout x € Y, 

ele] = {@):/f€04) 
est un compact de Ÿ et, puisque Ÿ est séparé, un fermé. En d’autres termes, {f(x):f € c4} = 
{f(x): f E cA} est compact. 

Démontrer le théorème 15.3 : Soit T la topologie définie par un point et un ouvert sur 
F(X, Y) et soit (f,, f,,...) une suite de #(X, Y). Alors les propositions suivantes sont 

équivalentes : (i) (f, ) converge vers g € F(X, Y) pour T. (ii) (f,) converge simplement 
vers g. 

Solution : 

Méthode 1. 

Identifions F (X, Ÿ) à l’ensemble produit F = [I {Y, :x€ X} et T à la topologie produit. Alors, 

d’après le théorème 12.7, la suite (f,,) de F converge versg € F si et seulement si pour toute projection 

Tr 

(xx (fn)) = (en (fn)) Te de (x)) converge vers Tx(9) cu e;(g) = g(x) 

En d’autres termes f, >g pour T ssi lim f, (x) = g (HR) AVE 

c’est-à-dire ssi ( fe ) converge simplement vers g. 

Méthode 2. 

(i) = (ii) : Soit x, un point arbitraire de X et soit G un ouvert de Y contenant g (x,), c’est-à-dire 

£ (Xo) € G. Alors 

gEF(x, G) = {fE FX, Y): f(xo) € G} 

et donc F (x,, G) estt un ouvert pour T de F(X, Ÿ) contenant g. D’après (i), (f,) converge vers g pour 

T; ainsi 
3 ñno EN tel que n > no > 1e e F(xo, G) 

par conséquent n>n > fn) EG > lim fn(&o) = 9(&o) 

Or x était arbitraire ; ainsi F9 converge simplement vers g. 

(ii) = (ÿ : Soit F(x,, G)= F:fGo)E G} un élément quelconque de la sous-base de définition 

de T contenant g. Alors g (x,) € G. D’après (ü), (f, ) converge simplement vers g ; ainsi 

3mEN tel que nr) 00/0) G 

et donc 

n>nr > fn EF@yG) > (f,) converge pour T vers g 
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CONVERGENCE UNIFORME 

6. Démontrer la proposition 15.4 : Soit (f,, f,,...) une suite d’applications continues 

d’un espace topologique X dans un espace métrique Ÿ et supposons que (f,) converge 

uniformément vers g : X > Ÿ. Alors g est continue. 

Solution : 

Soit x, EX et soit e > O. Alors g est continue en x, si 3 un ouvert g C X contenant x, tel que 

xEG > d(g(x),g(xo)) <e 

A présent (f, ) converge uniformément vers g, et donc 

ImEN  telque  dffn(x),g(x) <ke, VreX 

D'où, d’après l’inégalité triangulaire, 

d(g(x),g(xo)) <  d(g(x), fm(x)) + dm (x); fm (to) + fm (to), 900) < dfm(r) fm (0) + $e 

Puisque f,, est continue 3 un ouvert g C X contenant x, tel que 

xEG > dffn(t);fm(xo)) < ke etdonc x EG > d(g(x),g(xo)) <e 

Ainsi g est continue. 

Soit (f,, f,...) une suite de fonctions réelles continues définies sur [a, b] convergeant 

uniformément vers g : [a, b] > R. Montrer que 
b b 

lim { f,(æ)dx = 1 gx) de 
n + © 

Remarquons (problème 1) que cette proposition n’est pas vraie dans le cas de la conver- 
gence simple. 

Solution : 

Soit e > 0. Nous devons montrer que 

1 mm EN tel que MATIERE < € 1 fa(æ) dx — f g(x) dx 

A présent (f,) converge converge uniformément vers g et donc 3 n, EN tel que 

n>n > |An@)-g(l<d4(b-a), Vx€fa,b] 

(l 
b b b 

D'où, si n>1y | [ Dire f 1 de [ AG) va) 

IN 
b 

[nt — gta dx 
b 

f Dee) de A 

Démontrer le théorème 15.5 : Soit (f,, f,,...) une suite de B(X, Y) muni de la 
distance 

e(f,g) = sup {d(f(x),g(x)) : « EX} 

Alors les propositions suivantes sont équivalentes : (i) (f,) converge versg € # (X, Y) 
pour e. (ii) (f,) converge uniformément vers g. 

Solution : 

(i) = (ii) : Soit e > O0. Puisque (f, } converge vers g poure, 

1mEN tel que NN RME, Je 
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n > > d(f,(x),g(x)) < sup {d(f,(x),g(x)): x EX} = effhg)<e, VNxEeX 

c’est-à-dire que (f,,) converge uniformément vers g. 

(ii) = ( : Soit e > 0. Puisque (f, ) converge uniformément vers g, 

InEN  telque n>n > d(f,(x),g(x) <e/2, MxeX 

Ainsi | n>n > sup {d(f,(x),g(x):æx EX} < 4/2 < e 

c’est-à-dire que n > n, implique e (f,, g) < e et donc (f,,) converge vers g pour e. 

ESPACE DE FONCTIONS C[0,1] 

9. 

10. 

LT 

Démontrer la proposition 15.6 : Soit f : I > R une fonction continue sur Z = [0, 1]. 
Alors pour tout € > O, 

3 5 = 6e) > 0 tel que My OO 

c’est-à-dire f est uniformément continue. 

Solution : 

Soit € > 0. Puisque f est continue pour tout p El, 

35,>0 tel que m—pl<8, > |f(«)—f(p) < 4e (1) 

Pour chaque p EI, posonss,, = IN(p — 5 Ô>P +3 9) Alors ts, : p EI} est un recouvrement de J,et, 

puisque J est compact, un nombre fini de 5, recouvre également J ; par exemple 1 = Sp1 CAS FAU Son ; 

Posons 

ô — min (8p,» se » Op) 

Supposons que |x — y | < ô. Alors x € S>k pour un certain k,et donc |x — py| < Ed < ôp, et 

ly — xl _ |y — x| 1 [& — pl ST Ex Æ EODk a y = Ôpk 

Ainsi d’après (1), lf(x) — f(px)| < Le et Lf(y) — f(px)| < Le 

Ainsi, d’après l’inégalité triangulaire, 

\fe) = fa) < If) — ml + po) — fu) < Le+ de = 

Soit (f,, f, ...) une suite de Cauchy de C[0,1]. Montrer que pour tout Xe P=l0 Er 
(fi (Xo)» > (Xo), - - .? est une suite de Cauchy de R. 

Solution : ; 

Soit x, EL et soit e > 0. Puisque (f, } est de Cauchy, 1 n, EN tel que 

NRn>NR. > Neil — Sup Hate (EE < € 

D [fn(&o) — mt) < € 

Ainsi (f, (xo)) est une suite de Cauchy. 

Démontrer le théorème 15.7 : C[0, 1] est un espace vectoriel normé complet. 

Solution : 

Soit (f,, f),...) une suite de Cauchy de C[0, 1]. Alors, pour tout x, EZ, (f (x,)) est une suite 
de Cauchy de R et, puisque R est complet, elle converge. Définissons g : Z > R par g (x) — lim f,, (x). 

nc 

_ Alors (voir au problème 32) (f,) converge uniformément vers g. Mais, d’après la propositions 15.4, 

g est continue, c’est-à-dire g€ C[0,1];ainsi C[0, 1] est complet. 
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12. 

13. 
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Soit fE C [0, 1] et soit e > 0. Montrer qu’il 
1 no € N et des points 

Po — (0, eko/5), CIRE 

Die (i/no, cki/5), Ho 

Pr = Œ; kKn/5) 

où k,...,k,, sont des entiers tels que si g est 
un arc polygonal reliant les p,, alors ||f —g | LE 
(voir le schéma ci-contre). En d’autres termes, les 
fonctions linéaires par morceaux (ou polygonales) 
sont denses dans (C[0,1]. 

Solution : 

f est uniformément continue dans [0, 1]et donc 

ImEN  telque lab <1/" > |f(a)—f@) < 4/5 (1) 
Considérons le sous-ensemble suivant deZ x R; 

A = {{a,y:æ=ün, y =ke5 où i—0,...,"; kEZ} 

choisissOnS p, = (x,,y;) € À telque y <= fa) < y; + «5 

Alors \f(x;) — gx) = [f(x — y] < €/5 et par (1), f(x) — f(ai+ 1)| < e/5 

comme on l’a représenté sur le schéma ci-dessus. 

Remarquons que 

lg(æ;) — g(&i+1)l < lo) — fc] + 1fC) —f(i+1)| + (Gi 1) — g(&i41)| < 4/5 + 4/5 + e/5 — 8e/5 

Puisque g est linéaire entre X; et X;41 

mr: à [o)—0(2)]| < Ig(x)—g(ci+1)l < 3/5 

A présent pour tout point z EI, 3 x} vérifiant x, <z <x,,,. D'où 

If) — 92) < f(2) — fax) + lf(œx) — g(ex)| + Ig(æx) — 9()| < 4/5 + 4/5 + 8/5 = € 

Mais z était un point arbitraire dans Z ; d’où | f —-g|| <e. 

Soit m un nombre entier positif arbitraire et soit A, € C[0, 1] formé des fonctions f 

ayant la propriété que 

ate L0, 1 + tel que OS PF 1 { £m, Vhe on 

Montrer que À, est un fermé de ( [0, 1]. (Remarquer que toute fonction de f de 
C T0, 1] qui est derivable en un point appartient à un certain A,, pour m assez grand.) 

Solution : 

Soit gE A . Nous voulons montrer que g€4,,, c’est-à-dire A = A,,. Puisque g € 4 , ilexiste 

une suite ( 1, f2,...) dans 4,, convergeant vers g. À présent pour chaque f, il existe un point x, tel 

que 

“€ 0. ei æ 
m 

Or (x, est une suite d’un compact Lo, 1 | et a donc une sous suite (x, laquelle converge vers 

1 
par exemple x, € Lo, ie 2 

fit th) — f(x) 

k m 

< m, vre(ot) () 
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A présent f, > g implique ue + g et donc (Problème 30), passant à la limite dans (1), il vient 

gG@o+h — 2&)| 2, vae(o,1) 
h m 

Ainsig€E 4, et 4,, est fermé. 

Soit A, € C[0, 1] défini comme au problème 13. Montrer que À,, est non dense ou 

rare dans (C[0,1]. 

Solution : 

Am est non dense ou rare dans ( [0, 1] ssi int (Am) = 

int (4m) = 9. Soit S = S(f, ê) une boule ouverte quelconque 

de C [0, 1]. Nous affirmons que S contient un point n’appar- 

tenant pas à 4, et donc que int (4,,) = @. 

D’après le problème 12, il existe un arc polygonal 

p € C[0, 1] tel que If - pl es 6. Soit g une fonction 

en dents de scie d’amplitude inférieure à : ô et de pente 

suffisamment grande (Problème 33). Alors la fonction 

h = p + g appartient à C[0, 1] mais n’appartient pas à 

Am. En outre, 

lf—hll < [f-pil+llal < 48+48 = 6 

ainsi À € S et la démonstration est achevée. 

Soit A, € C[0, 1] défini comme au problème 13. Montrer que ( [0, 1] AURA 

Solution : 

Puisque 4,, est non dense dans Ç [0,1], 8 — V1 4, est de premiere catégorie, ou maigre. Mais, 

d’après le théorème de Baïre sur la catégorie, CIO, 1]comme espace complet est de deuxième catégorie. 

Ainsi C[0,1] #B. 

Démontrer la proposition 15.8 : Il exsite une fonction continue f:1[0,1] > Rquin'’est 

dérivable nulle part. 

Solution : 

Soit fE C[0, 1] admettant une dérivée en xo par exemple et supposons que |f'(o)t = f. Alors 

f(&o + h) — f(xo) 

h 

A présent choisissons mo € N tel que ? + 1 < m9 et que 1/m0 < €. Alors f € Amp- Ainsi UP A 

contient toutes les fonctions dérivables en un point de J. 

36e>0 tel que £<t+1, VRE(-ec,0) 

Mais d’après le problème précédent, C [0, 1] F0, 4h ©t donc il existe une fonction dans 

C[0, 1] qui n’est nulle part dérivable. 

Démontrer le théorème (d’Ascoli) 15.9 : Soit 4 un sous-ensemble fermé de C[0, 1]. 

Alors les propositions suivantes sont équivalentes : (i) c4 est compact. (ii) cA est unifor- 

mément borné et équicontinu. 

Solution : 

(i) = (ii) : Puisque e4 est compact c'est un sous-ensemble borné de C[0, 1] et donc uniformé- 

ment borné comme ensemble de fonctions. À présent il nous reste à montrer quecÂ est équicontinu. 

Soit e > 0. Puisque e4 est compact il possède un réseau de maille e fini, par exemple B = {f1,..., fr}. 

Ainsi pour tout fE cA, 

32/,€8 telque If—f,il = sup {f@)—f @l:zED < 4/3 
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Donc, pour tout x, y EZ = [0, 1}, 

lf(æ) — f(y)| L@) — fi @) + fi, @) — fi) + fi, @) — f)| 

IA LG) — 1) + fs) = I + fie) — Fu) 
IN 8 + 1) + 8 = f(x) f (y) + 24/8 

A présent chaque f;, EB est uniformément continue et donc 

46,>0 tel que —yl<8& > [fix — fi) < e/3 

Posons ô = min {6:,...,0,}. Alors pour tout f Ec4, 

æ—y<8 > fa -fu) < lf,@)+f,(u) + 24/8 < e/8+ 24/3 = 

Ainsi c4 est équicontinu. 

(ii) = () : Puisque e4 est un sous-ensemble fermé de l’espace complet C[0, 1], nous avons seu- 
lement à montrer que cA est précompact. Soit € > 0. Puisque e4 est équicontinu, 

31EN tei que l&—b| <1/no > |f(a)—f(b)| < e/5, VWfE cA 

A présent pour chaque f € 4, nous pouvons construire, d’après le problème 12, un arc polygonal 
pr tel que | f — pl <e et que pf relie des points appartenant à 

A = {(x,y): x = 0,1/nç,2/n0, ..., 1; y = ne/5, n E Z} 

Nous affirmons que B = {pr : fE A} est fini et donc un réseau de maille € fini pour c4. 

A présent 4 est uniformément borné et donc 8 est également uniformément borné. Ainsi il n’y 
a qu’un nombre fini des points de À qui apparaîtront dans les arcs polygonaux de S. Ainsi il ne peut 
y avoir qu’un nombre fini d’arcs dans 3. Ainsi 8 est un réseau, de maille €, fini, pour c4, et donce4 
est précompact. 

CONVERGENCE UNIFORME COMPACTE 

18. Soit (f1,/2,...)dans F(R, R) définie par 

ne 1, si ftl<n 
n . 

0 si xl=n 
fn(&) = 

Montrer que (f,) converge uniformément sur tout 
compact vers la fonction constante g(x) = 1. 

Solution : 

Soit £ un sous-ensemble compact de R et soit 0 < e < 1. Puisque E est compact; il est borné ‘par 
exemple E € (— M, M) pour M > O0. A présent 

1mEN tel que ño > Me, où, M/n < e 

Donc n>n0 > lot) = 2x < Mm<e VE 
Ainsi (f,) converge uniformément vers g sur E. 

19. Montrer que si Y est séparé, alors la topologie définie par un compact et un ouvert sur 
F(X, Y) est également séparée, 

Solution : 

Méthode 1. Soit f, gE F(X, Ÿ) avec f Æg. Alors 1p € X tel que f(p) À g(p). À présent 
Y est séparé, donc 1 deux ouverts G et H de Ÿ tels que f(p)E G, g(p)E H et que G NH = Q. 
Ainsi, 

fEF(p,G), gEF(p,H) et F(p,G)nF(p,H) = @ 
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Or le singleton {p} est compact et donc F(p, G) et F(p, H) appartiennent à la topologie définie par 

un compact et un ouvert sur F(X, Ÿ). Par conséquent, F (X, YŸ) est séparée. 

Méthode 2. La topologie définie par un compact et un ouvert est plus fine que la topologie 

définie par un point et un ouvert laquelle est séparée puisque la propriété d’être T, est une propriété 

invariante par passage au produit. Ainsi la topologie définie par un compact et un ouvert est également 

séparée. 

Démontrer le théorème 15.12 : Soit (f1, f2,...) une suite dans C (X, Ÿ), ensemble des 
applications continues d’un espace topologique X dans un espace métrique (Y, d). Alors 
les propositions suivantes sont équivalentes : 

(i) (fh) converge uniformément sur tout compact versg € C (X, Ÿ). 

(ii) (fh) converge vers g pour la topologie définie par un compact et un ouvert T sur 

CECN). 

Solution : 

@ = (à: 

Soit F(E, G) un élément ouvert de la sous-base de T contenant g ; ainsi g[£] C G, où E est un 

compact et G un ouvert. Puisque g est continue, g [Æ] est compact. En outre g[£]N G° = Qet donc 

(voir page 181) la distance du compact g[E] au fermé G° est strictement positive ; par exemple 

d(g[E], G°) = e > O0. Puisque (f,) converge uniformément sur tout compact vers £, 

AmEN  tlqu  n>n > déilx),g(x) <e, VxeE 

Donc -  dfa(x),9[E) < dffilx),g@)) < e VzeE 

et donc, pour tout x€ Æ, f,(x) € G°. En d’autres termes, 

n>nm > [ECG $ f,€eF(E,0) 

Par conséquent, (f,) converge vers g pour la topologie définie par un compact et un ouvert Le 

(ii) = O: 
Soit E un compact de X et soit e > 0. Nous voulons montrer que (f,) converge uniformément 

sur E vers g, c’est-à-dire 
1EN tel que n>n > dffhlx),g(x) <e, Vx€eE 

Puisque E est compact et g continue, g[£] est compact. Soit 8 — {p1,..., Pr} un réseau fini de 

maille e/3 pour g{[£]. Considérons les boules ouvertes 

S, = Sr 3), …., S = S(pue3Y et Gi = S(p,, 24/3), . .…, Gr =S(p, 2e/3) 

Ainsi S: ER ee C G,. En outre, puisque 8 est un réseau de maille e/3 pour g[E], 

gElcHuU:-.. US, et donc Ecg-t[S]U:::Ug-1[S] 

À présent posons ÆE,=Eng 1{S] etdonc E=EÆEU:-UE, et g[EÏC $S,cCG; 

Nous affirmons que les E; sont des compacts. En effet, g est continue et ainsi g_![S ;], image réciproque 

d’un fermé, est un fermé ;ainsi £; = EN g_[S;|], intersection d’un compact et d’un fermé est compact. 

A présent g[£;] € G; et donc les F(E;, G;) sont des ouverts pour T de F(X, Y) contenant £ ; 

ainsi ei F(E;, G;) est également un ouvert pour T contenant g. Or (fn) converge vers g pour T ; 

ainsi 

1EN tel que ni ee ni, F(E;,G) ob. El eG 

À présent soit x EE. Alors x€ ÆE;, et doncpour ñ > fo; 

fn (x) = fn lEi,] œ Gi > dfn(x), Pis) < 2e/3 

et g(x) € 9[E;,] C Si, > d(g(x), pi) = «/3 
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Donc, d’après l’inégalité triangulaire, 

n>n > d(f,(x),g(x)) < fn (x), pi) + d(p:,, 9(æ)) < 2/3 + e/38 = e, MxEE 

FONCTIONNELLES SUR LES ESPACES NORMES 

21. Montrer que si f est une fonctionnelle linéaire sur X, alors f(0) = ©. 

Solution : 

Puisque f est linéaire et que O + 0 = O, 

f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) 

Additionnant — f(0) au deux membres, il vient f(0) = O. 

22e Montrer qu’une fonctionnelle linéaire bornée f sur X est uniformément continue. 

Solution : 

Soit M une borne de f et soit e > O0. Posons ô = e/M. Alors 

le vl < 8 à |f&)-fu) = f&-y < Mlx-vyl < e 

23. Démontrer la proposition 15.13 : Soient f et g deux fonctionnelles linéaires bornées sur 
X etsoitc € R, alors f + get c. f sont également des fonctionnelles linéaires bornées 
sur À, 

Solution : 

Soient M et M* des bornes pour f et g respectivement. Alors 

PHg)(x+y) = f(x +y) + 9(x+y) = f(x) + f(y) + g(x) + g(y) = (+ g)(x) + (f + g)(y) 

(P+9)(kx) = f(kx) + g(kx) = kf(x) + kg(x) = k[f(x) + g(x)] = k(f + g)(x) 

IC + gx) = [f(e) +90) < [f(x)] + 9) < M|x|| + M* el = (M +M*) |fx|] 
Ainsi f + g est une fonctionnelle linéaire bornée. 

Enoutre  (c-f{x+y) = cf(x+y) = CU) + (y)] = cf(x) + ce f(y) = (ce f(x) + (c * f)(y) 
(c-f)Kx) = cf(kx) = ckf(x) = kef(x) = k (c* f(x) 

le* fl = lef(æ)| = le] |f(x) < el (M\lx]}) = (el À) ||x|| 
et donc c : f est une fonctionnelle linéaire bornée. 

24. Démontrer la proposition 15.14 : L’application suivante sur X* est une norme : 

IAE = sup {lf(x)//x|| : x < 0) 
Solution : 

Si f = 0 alors f(x) = 0, V x € X et donc Ifl = sup {0} = 0. Sif # 0, alors 3 xo # O tel que 
fo) À 0, et donc 

A = sup {f)l/llell} = Ifol/Itoll > 0 
Ainsi l’axiome [N, | (voir page ) est vérifié. 

HE Mec fl = sup Uk: PG@/lel} = sup (k{/)}l/Ile||) 
= sup ÜAI/@)/Iel} =  1k| sup {/&)/lell) = [el If 

Ainsi l’axiome [N; ] est vérifié. 

En outre, 

sup {[/(x) + g(x)|/Ixll} < sup {(If(x)| + |g(x)l)/IIxll} 

sup {|/(x)|/Ix|l} + sup {lg(x)|/Ixll} =  [|f1 + [lpll 
et donc l’axiome [N;] est vérifié. 

Ilf + gl 
IA 
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. PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

CONVERGENCE D'’UNE SUITE DE FONCTIONS 

25: 

26. 

27: 

28.. 

29. 

30. 

Soit (f1, f2, . . . ) la suite de fonctions à valeurs réelles de domaine 7 = [0, 1] définie par f,(x) = x"/n. 

(i) Montrer que (f,) converge simplement vers la fonction constante g(x) = O0, c’est-à-dire pour tout 

XIE, lim. f} (x) = 0. 
n co 

(ü) Montrer que 2 ç,(e) Fe +: la, Fa 

n—+ co 

Soit (f1, f2, - . . ) une suite de fonctions dérivables de domaine [a, b] convergeant uniformément vers g. 

Démontrer que : d d 

a Um A) = ln 2/0 
(Remarquer que, d’après le problème précédent, ce résultat ne tient pas dans le cas de la convergence 

simple.) 

Soit f, : R > R définies par 

1 Vn2 = x? ; 
=Vn—x2 si xl <n 

fn(&) = : 
0 si [al =n 

(i) Montrer que (f,) ne converge pas uniformément 

vers la fonction constante g(x) = 1. 

(ü) Démontrer que (f,) converge uniformément sur 

tout compact vers la fonction constante g(x) — 

Soit (f1, f2, . . . ) la suite de fonctions de domaine Z = [0,1] 

définies par f, (x) = nx(1 — x)". fr fs 

(i) Montrer que (f,) converge simplement vers la fonction 

constante g(x) = O. fs 

(ii) Montrer que (f,) ne converge pas uniformément vers 

Lg) ="0; 

(ii) Démontrer que dans ce cas, 
1 

Era lord. = f [ aus @ | Fe : 
no J9 ne & È k : 

n+li 

Soit (f1, f2, . . . ) la suite de FR, R) définie par f, (x) = x 

(i) Montrer que (f,) converge uniformément sur tout compact vers la fonction g(x) = x. 

(äi) Montrer que (f,) ne converge pas uniformément vers g(x) = x. 

Soit (f1, f2, . . . ) une suite de fonctions intégrables (au sens de Riemann) définies sur Z = [0, 1]. La 

suite (f,? est dite converger en moyenne ie vers la fonction g si 

lim Int) — g(&x)P dx = 0 
n —+ © 0 

(i) Montrer que si f converge uniformément vers £, alors (f,) converge en moyenne quadratique vers g. 

(äi) Montrer sur un contre-exemple que la convergence en moyenne quadratique n’implique pas néces- 

sairement la convergence simple. 
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L'ESPACE DE FONCTIONS C[0,1] \. 

31. Montrer que Ç [a, b]est isométrique et donc homéomorphe à C LOL: TT 

32. Démontrer que si (f,) converge vers g dans C[0,1]et six, > x0, alors lim, În&n) = go). 

33. Soit p un arc polygonal dans Ç [0, 1]et soit Ô > 0. Montrer 

qu’il existe une fonction en dents de scie g d’amplitude 

inférieure à - ô, c’est-à-dire [gl <= ô, telle que p +g P 

n’appartienne pas à A,, (voir problème 14). 9 

34. Soit (f,) une suite de Cauchy dans ([0, 1] et supposons 

que (f,) converge simplement vers g. Alors (f,) converge 

uniformément vers g. 

CONTINUITE UNIFORME 

35. 

36. 

37. 

Montrer que f(x) = 1/x n’est pas uniformément continue sur l'intervalle ouvert (0, 1). 

Définir la continuité uniforme pour une application f : X > Y où X et Ÿ sont des espaces métriques 

arbitraires. 

Démontrer que si f est une application continue d’un espace métrique compact X dans un espace mé- 

trique Ÿ, alors f est uniformément continue. 

FONCTIONNELLES SUR LES ESPACES NORMES 

38. 

39. 

40. 

Soit f une fonctionnelle linéaire bornée sur un espace normé X. Montrer que 

sup {|f(x)|/Ilxll : x Æ0} — inf {M: Mest une bôrne pour f} 

Montrer que si f est une fonctionnelle linéaire continue sur X alors f est bornée. 

Démontrer que le dual X* d’un espace normé quelconque X est complet. 



APPENDICE 

Propriétés des nombres réels 

AXIOMES DE CORPS 

L’ensemble des nombres réels noté R joue un rôle très important en mathématiques et en 
analyse en particulier. D’ailleurs plusieurs notions de topologie ont été obtenues par abstraction 
à partir des propriétés des nombres réels. L’ensemble R des nombres réels peut être caractérisé 
comme étant un corps ordonné archimédien complet. Dans cet appendice on étudie la relation 

‘ d’ordre de R qu’on utilise pour définir la topologie usuelle de R (voir au chapitre 4). Nous allons 
à présent énoncer les axiomes de corps de R qui, ainsi que leurs conséquences, sont supposés 
vérifiés dans toute la suite. 

DEFINITION: Un ensemble F de deux éléments ou plus, muni de deux lois de composition 
internes appelées addition (+) et multiplication (-) est un corps s’il vérifie les 
axiomes suivants : 

[A] L’additionestinterne: a,bEeF > a+beF 

[A] L’addition est associative : a,b,cEF > (a+b)+c=a+(b+c) 

[A;] L’addition a un élément neutre: A0€EF telqu 0+a=a+0=a VaeF 

[A,] Existence d’un opposé: a€eF > 4-a€F tel que a+(-a)=(-a)+a=0 

[As] Commutativité de l'addition: a beF > a+b=b+a 

[M,] Lamultiplicationest inteme: a beF > a‘beF 

[M;] Associativité de la multiplication: a,b,cE F  (a:b):c = a*(b‘c) 

[M;] Existence d’un élément neutre pour la multiplication : 41€F, 170 

tebque tea —.ani = a, Vacr 

[M.] Existence d’uninverse: a€EF,ar-0 > Aa EF tel que CLIMATE 

[Ms] Commutativité de à multiplication: abeF > a°b=b:a 

[D,]  Distributivité à gauche: a,b,ceF > a: (bc = ab Er a"c 

[D,] Distributivité â droite: a,b,cE F > (b+c):a = ba +c-a 

Ici 4 se lit “il existe”, V se lit “pour tout” et > se lit “implique”. 

Les propriétés algébriques suivantes des nombres réels découlement directement des 

axiomes de corps. 

Proposition A.1 : Soit F un corps, alors : 

(i) Les éléments neutres 0 et 1 sont uniques. 

(ii) Les lois suivantes de régularité sont vérifiées : 

()a+b=atc > b=c, (2) a°b=a:c,ar0 > AD EC 
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1 sont uniques. (iü) Les symétriques — a eta 

(iv) Pourtouta,bEF, 

(1) a°0=0, (2) a*(—-b)=(-a)*b=-(a-b), (3) (—-a):(-b) = ab 

La soustraction et la division (par un élément non nul) sont définies, dans un corps, comme 

suit : b 
b—a = b+(-a) et à Va 

Remarque : Un ensemble non vide muni de deux lois de composition vérifiant tous les 

axiomes d’un corps sauf éventuellement [M;],[M.]Jet [M;]est appelé un anneau. 

L'ensemble Z des entiers relatifs muni de l’addition et de la multiplication, par 

exemple, est un anneau mais non un corps. 

LA DROITE REELLE 

Nous admettons que la représentation géométrique de R au moyen de points de la droite 

est familière au lecteur comme on l’a représenté sur la figure ci-dessous. Remarquons qu’un 

point appelé l’origine a été choisi pour représenter zéro et qu’un autre point, en général situé à 

droite du précédent, a été choisi pour représenter 1. Alors il existe une manière naturelle de 

faire correspondre aux points de la droite les nombres réels, c’est-à-dire chaque point représente 

un nombre réel unique et chaque nombre réel est représenté par un point unique. Pour cette 

raison on appelle R la droite numérique réelle et nous utiliserons indifféremment les mots point 

et nombre. 
V3 v2 

2 —1 0 1 2 

La droite numérique réelle R 

SOUS-ENSEMBLES DE R 

Les symboles Z et N désignent les sous-ensembles suivants de R : 

Z= 14... 8,2, -1,0,02,8,...) 00 NE De) 

Les éléments de Z sont appelés entiers relatifs et les éléments de N entiers positifs ou naturels. 

Le symbole Q désigne les nombres rationnels. Les nombres rationnels sont les nombres 
réels pouvant s'exprimer comme quotients de deux entiers relatifs pourvu que le dénominateur 
ne soit pas nul : 

Q = {&ER:x=92/0 Da €EZ, 470) 

A présent chaque entier relatif est également un nombre rationnel puisque par exemple 
— 5 = 5/— 1; ainsi Z est un sous-ensemble de Q. D'ailleurs on a la hiérarchie d’ensembles sui- 
vante : 

NCZCACR 

Les nombres irrationnels sont les nombres réels qui ne sont pas rationnels ; ainsi Q°, le 
complémentaire (dans R) de l’ensemble Q des nombres rationnels, désigne l’ensemble des 
nombres irrationnels. 

NOMBRES POSITIFS 

Les nombres réels situés à droite de 0 sur la droite réelle R, c’est-à-dire du même côté 
que 1, sont les nombres positifs ; les nombres situés à gauche de 0 sont les nombres négatifs. 
Les axiomes suivants caractérisent complètement l’ensemble des nombres positifs : 
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[PJ] Sia€R, alors une seule des assertions suivantes est vraie : a est positif ; a = 0 ; — a 
est positif. 

[P,] Si 4, bE R sont positifs, alors leur somme a + b et leur produit a + b sont également 
positifs. 

Il s’ensuit que a est positif si et seulement si — a est négatif. 

Exemple 1.1 : 

Exemple 1.2 : 

Exemple 1.3 : 

ORDRE 

Nous allons montrer,en n’utilisant que [P,]et{[P;],que le nombre réel 1 est positif, D’après 

[P1}, soit 1, soit — 1, est positif. Admettons que — 1 soit positif donc, d’après [P;], le 

produit (— 1) (— 1) = 1 est également positif. Mais ceci contredit [P, ] qui affirme que 1 

et — 1 ne peuvent être tous les deux positifs. Ainsi l'hypothèse que — 1 est positif est 

fausse et 1 est positif. 

Le nombre réel — 2 est négatif. En effet, d’après l’exemple 1.1, 1 est positif et donc 

d’après [P;,] la somme 1 + 1 = 2 est positive. Donc d’après [P,], — 2 n’est pas positif, 

c’est-à-dire — 2 est négatif. 

Nous allons montrer que le produit a - b d’un nombre positif a par un nombre négatif b 

est négatif. En effet si b est négatif, d’après [P,], — b est positif et donc, par [P;, |, le 

produit a : (— b) est également positif. Mais a : (— b) = — (a: b). Ainsi — (a: b) est positif 

et donc, par [P,], «- b est négatif. 

Nous allons définir une relation d’ordre dans R en utilisant la notion de positivité. 

DEFINITION: Le nombre réel a est inférieur au nombre réel b, ce qui s’écrit a < b si la diffé- 
rence b — a est positive. 

Géométriquement, si a < b, alors le point a sur la droite réelle se trouve à gauche du 

point b. 

La notation suivante est également utilisée : 

br =0, 

a < b, 

b'= a, 

Exemple 2.1 : 

Exemple 2.2 : 

Exemple 2.3 : 

se lit b est supérieur à a, signifie a < b 

se lit a est inférieur ou égal à b, signifie a < b ou a = b 

se lit b est supérieur ou égal à a, signifie a < b 

2<5;, —6<—3;, 4<4;, 5 > —8 

Un nombre réel x est positif ssi x > 0, et x est négatif ssi x < 0. 

La notation 2 < x < 7 signifie 2 < x et aussi x < 7 ; ainsi x se trouve entre 2 et 7 sur la 

droite réelle. 

Les axiomes [P,] et [P,] qui définissent les nombres réels positifs sont utilisés pour dé- 

montrer le théorème suivant. 

Théorème A.2 : 

Corollaire A.3 : 

Soient a, b et c des nombres réels. Alors : 

(i) soita <b, a = b soit b<a; 
(ii) si a <b et b <c, alors a <c; 

(it) sis <b, ados atc<b+e; 

(iv) si a < b et cest positif, alors ac < bc ; et 

(v) si a <b et cest négatif, alors ac > bc. 

L’ensemble R des nombres réels est totalement ordonné par la relation a < b. 
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VALEUR ABSOLUE 

La valeur absolue d’un nombre réel x, notée |x| est définie par 

x si x =0 
kW = | 

Ts 0 

Remarquons que la valeur absolue d’un nombre quelconque n’est jamais négative, c’est-à-dire 

ix| O0 pour tout xE R. 

D'un point de vue géométrique, la valeur absolue de x est la distance du point x de la 

droite réelle à l’origine, c’est-à-dire au point 0. En outre, la distance de deux points quelconques 

a be Rest la = bb al: 

Exemple 3.1: |—2| =2, |7| =7, |-r| =7, V2 = V2 

Exemple 3.2: |3—8l = [5 =5 et [8—3| = 15] = 5 

Exemple 3.3: L’assertion |x| < 5 peut s’interpréter comme devant signifier que la distance de x à l’ori- 

gine est inférieure à 5 ; ainsi x doit se trouver entre — 5 et 5 sur la droite réelle, en d’autres 

termes . 

læ| << 5 et HIS ED 

ont la même signification et il en est de même de 

xl < 5 et DR ES 

. Le graphe de la fonction f(x) = Ix|, c’est-à-dire la fonction valeur absolue, se trouve 

entièrement situé dans le demi-plan supérieur puisque f(x) Z 0 pour tout x € R (voir le 

schéma ci-dessous). 

Graphe de f (x) = |x| 

Les principaux faits concernant la fonction valeur absolue sont les suivants : 

Proposition A.4 : Soient a, b et c des nombres réels. Alors : 

(Gi) Jal=0, et [al =0ssi a =0; 

Gi) ab] = Jallbk; 
Giüi) la+b|] < Jal + lb} 

( 

( 

lV iv) lab] = |la)—(b||; et 
v) la—c) < ja—b}+|b—c|. 

AXIOME DE LA BORNE SUPERIEURE 

: Au chapitre 14, nous avons étudié la notion d’espace complet dans le cadre des espaces 
métriques les plus généraux. Pour la droite réelle R, on peut utiliser la définiton : R est complet 
signifie que R vérifie l’axiome suivant : 
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[LUB] (Axiome de la borne supérieure) : Si À est un ensemble de nombres réels majoré, alors 
A dmet une borne supérieure, c’est-à-dire sup(A) 
existe. 

Exemple 4.1 : L’ensemble Q des nombres rationnels ne vérifie pas l’axiome de la borne supérieure. En 

effet soit 

; At je Qug.-0,xd< 2} 

c’est-à-dire À est formé par les rationnels positifs inférieurs à VE . À présent À est majoré, 

par exemple 5 est un majorant de 4. Mais À n’a pas de borne supérieure, c’est-à-dire il 

n'existe pas de nombre rationnel m tel que m = sup (4). Remarquer que m ne peut être 

égal à VX puisque 1/2 n’appartient pas à Q. 

Nous allons utiliser l’axiome de la borne supérieure pour montrer que R est ordonné et 

archimédien. 

Théorème (Axiome d’Archimède) A.5 : L'ensemble N = {1, 2, 3, .. .} des entiers positifs 
n’est pas majoré. 

En d’autres termes, il n’existe pas de nombre réel supérieur à tout nombre entier positif. 

Une des conséquences de ce théorème est le : 

Corollaire A.6 : Il existe un nombre rationnel entre deux nombres réels distincts. 

PROPRIETE DES INTERVALLES EMBOITES 

La propriété des intérvalles emboïtés de R contenue dans le théorème suivant est une 

conséquence importante de l’axiome de la borne supérieure, c’est-à-dire du caractère complet 

de R. 

Théorème (Propriété des intervalles emboîtés) A.7 : Soit J, = [ai, bi], 12 = F6 
une suite d'’intervalles fermés (bornés) 
emboîtés, c’est-à-dire J, 21, D ... Alors, 
il existe au moins un point commun à 

tous les intervalles, c’est-à-dire 

Re o 

Il est nécessaire que les intervalles du théorème soient fermés et bornés, sans quoi le théo- 

rème n’est pas vrai comme on le voit dans les deux exemples suivants. 

Exemple 5.1: Soient A,, A), ... la suite suivante d’intervalles semi-ouverts : 

Ai (0,140, 1/22, Ai 0; A/E}, 

A présent ia suite d’intervalles est emboîtée, c’est-à-dire chaque intervalle contient l’inter- 

valle suivant : A1 D A3 D. . . Mais l'intersection des intervalles est vide, c’est-à-dire, 

A OA NC ENAR Qe:E =D 

Ainsi il n’existe pas de point commun à tous les intervalles. 

Exemple 5.2: Soit A1, 4, ... la suite suivante d’intervalles fermés infinis : 

A; = HE co), À» = [2, œ), …., Àk = [k, æ), 

A présent A1 D A3 D... , c’est-à-dire la suite d’intervalles est emboîtée. Mais il n’existe 

aucun point commun à tous les intervalles, c’est-à-dire, 

ANA Mi NA M: "=" 0 
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PROBLEMES RESOLUS 

AXIOMES DE CORPS 

L. Démontrer la proposition A.1 (iv) : Pourtouta, bEF, 

(1) a0=0, (2) a(—-b)=(—-a)b = —ab, (3) (—a)(-b) = ab 

Solution : 

(1) a0 = a (0 + 0) = a0 + a0. Additionnons — a0 aux deux membres, il vient O = a0. 

(2) 0 =a0 = a(b +(—b))=ab +a(-—b). Ainsi a (— b) est l'opposé de ab, c’est-à-dire a (—b) = 

— ab. De même, (— a) b = — ab. 

(3) O=(-a)0 =(-a) (b +(—b)) = (- a) b + (—a) b)=—ab+(-a)(—b). Additionnant ab 

aux deux nombres, il vient ab = (— a) (— b). 

Montrer que la multiplication est distributive par rapport à la soustraction dans un corps 

F, c’est-à-dire a (b — c) = ab — ac. 

Solution : a(b—c) = a(b+(—c)) = ab +a(—-c) = ab + (—ac) = ab — ac 

Montrer qu’un corps F n’a pas de diviseur de zéro, c’est-à-dire ab = 0 a=0ou 

b = O. 

Solution : 

Supposons que ab = 0 et que a # 0. Alors a! existe et donc b = 1b = Go a) b = a (ab) = 
le 

a 0= 0. 

INEGALITES ET NOMBRES POSITIFS 

4. Réécrire les expressions de sorte que x seul se trouve compris entre les signes d’iné- 

galité : 
(32 LS TA) MES LE SE 

Solution : 

On utilise le théorème A.2 ; 

(i) D’après (ïii), on peut ajouter 5 à chaque membre de 3 < 2x — 5 <7,;on obtient ainsi 8 < 2x < 12 

D’après (iv), on peut multiplier chaque membres par + et il vient 4 < x < 6. 

(ii) Ajoutons — 3 à chaque membre pour obtenir — 10 < — 2x < 2. D’après (v), on peut multiplier 

chaque membre par — et renverser le sens des inégalités pour obtenir — 1 <x< 5. 1 

Démontrer que + est un nombre positif. 

Solution : 

D’après [P,], soit — 3 est positif soit: 5 est positif. Supposons que — À soit positif, alors par [P,], 
ee à) 2e CRE — — 1 est également De Mais, d’après l’exemple 1.1, 1 est positif et non — 1. Ainsi 

nous avons une contradiction et donc+ est positif. 

Démontrer le théorème A.2 (ii) : Sia <betb < c,alorsa < c. 

Solution : 

Par définition a < b signifie que b — a est positif ; et b < c signifie que c — b est positif mais 

alors, par [P,], la some (b — a) + (c — b) = c — a est positive et donc, d’après la définition, a < c. 

Démontrer le théorème A.2 (v) : Si a < b et si c est négatif, alors ac > bc. 
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Solution : 

Par définition, a < b signifie que b — a est positif. Par [P, |, si c est négatif — c est positif et donc 

par [P,], le produit (b — a) (— c) = ac — bc est également positif. Ainsi par définition, bc SATeNOUCE 

qui revient au même, ac > bc. 

Trouver tous les nombres réels x tels que (x — 1) (x + 2) < 0. 

Solution : 

On doit trouver toutes les valeurs de x telles que y = (x — 1) 

(x + 2) soit négatif. Puisque le produit de deux nombres est 

négatif ssi l’un est négatif et l’autre positif, y est négatif si (i) 

Ml LO0etr tr 2.-DouGix- 1 >Oetx + 2<0.Six- 170 

et x + 2 < 0, alors x > 1 et x < — 2, ce qui est impossible. Ainsi 
y est négatif ssi x — 1 < 0 et x + 2 > O0, c’est-à-dire si x < 1 et 

x > 2,cest-à-dire si — 2 <Xx < 1. 

Remarquons que le graphe de x = (x — 1) (x + 2) coupe l’axe 

Ox en x = 1 et x = — 2 comme on l’a montré ci-contre. De plus, 

le graphe se trouve en dessous de l’axe Ox ssi y est négatif, c’est-à- 

dress 2x << 1. 

VALEUR ABSOLUE 

9. 

10. 

LT 

12. 

Calculer: (i) [1=3| + |-7}, (ü) SAS [8—5|, (ii) Here) [ER 

Solution : 

GE) -3+f1 = |-2+-70 = 2+7=09 
(ii) |<1-41]—38—13—5| = |-5| -3—|-2| = 5—-3—-2 = 0 

Gi) |J-21— 1611 = (2-61 = |-4] = 4 

Réécrire, sans utiliser le signe valeur absolue. (i) x —2| < 5, (ii) [2x +8| < 7. 

Solution : 
(DEEE 2< 5. où-3<&<T 

(Hu 7 <2x+3<17 ou-10 <-2x < 4 ou —5 <x<2 

Réécrire en utilisant le signe valeur absolue : (i) —2<x<6, (ii) 4<x <10. 

Solution : 

Réécrire d’abord les inégalités de telle sorte qu’un nombre et son opposé apparaisse aux deux 

extrémités de l’inégalité : 

(i) Ajouter — 2 aux deux membres de — 2 <x < 6 pour obtenir — 4 x — 2 < 4 qui équivaut à 

er 2.4: 

(ü) Ajouter —7 aux deux membres de 4 < x < 10 pour obtenir — 3 <x — 7 < 3 qui équivaut à 

BTE, 

Démontrer la proposition A.4 (üii) :|a + b|<lal + |b|. 

Solution : 

Méthode 1. 

Puisque |a| =+a, —|a|<a <|al;et également, —|b|<b <]|b}|, alors, ajoutant 

—(lal +18) < a+ < al + lb] 

la+b| Æ |lal +1b1| = lal + là] 
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13. 

Donc ja+bi< ||a| +F|b|| = {ai +|b| à 

Puisque |a| + |b| > O0. 

Methode 2. 

ab < |ab | = |a||b'| implique 2 ab <2 |a||b |et donc 

(a + b}2 = a + 2ab + b? < a2+2|a||b| + b2 = |a|? + 2 /|a||b| + |b[2 = (la + [b|)2 

Mais V(a + b}? = |a + b| et donc, en prenant la racine carrée de l’expression ci-dessus, |a + b|< 

lal+lbl. 

Démontrer la proposition A.4 (v): |a—c| < |a—b| +[|b—c|. 

Solution : la—cl = [(a—b)+(b—c)| < la—b| +|b—el 

AXIOME DE LA BORNE SUPERIEURE 

14. 

15. 

16. 

17. 

Démontrer l’axiome d’Archimède A.5 : Le sous-cnsemble N = {1, 2, 3,...} de R n’est 

pas majoré. 

Solution : 

Supposons que N soit majoré. D’après l’axiome de la borne supérieure, sup (N) existe, par exemple 

b = sup (N), Alors b — 1 n’est pas un majorant de Net donc 

3 rm EN tel que b—1<nr soit b <npo+l 

Mais nr, € N implique que n, + 1EN et donc b n’est pas un majorant de N, ce qui est une contra- 

diction. Ainsi N n’est pas majoré. 

Soient a et b deux nombres réels positifs. Alors il existe un entier positif n, € N tel que 
b < n, a. En d’autres termes, il existe un multiple de a qui est supérieur à b. 

Solution : 

Supposons que n, n'existe pas, c’est-à-dire que na < b pour tout n EN. Alors, puisque a est 

positif, n < b/a pour tout n EN et donc b/a est un majorant de N. Ceci contredit le théorème A.5 

(Problème 14), et donc n, existe bien. 

Démontrer que si a est un nombre positif, c’est-à-dire 0 < a, alors il existe un entier 
positif n, € N tel que O0 < 1/n, < a. 

Solution : 

Supposons que nÇ, n'existe pas, c’est-à-dire a <1/npourtoutr EN. Alors multipliant les deux 

membres par le nombre positif n/a, il vient n < 1/a pour tout n € N. Ainsi N est majoré par 1/a ce 

qui est impossible. Par conséquent n, existe bien. 

Démontrer le corollaire A.6 : Il existe un rationnel q entre deux réels distincts a et b. 

Solution : 

L'un des deux réels, a par exemple, est inférieur à l’autre, c’est-à-dire a < b. Si a est négatif et b 

positif alors le rationnel 0 est compris entre eux, c’est-à-direa < 0 < b. Nous allons donc démontrer 

le corollaire dans le cas où a et b sont tous les deux positifs ; dans le cas où a et b sont tous les deux 

négatifs, on procède de façon analogue et le cas où a ou b est nul est traité dans le problème 16. 

A présent a < b signifie que b — a est positif et donc, d’après le problème précédent, 

1n EN tel que 0 < 1/n9 < b—a soit a+ (1/n0) < b 
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Nous affirmons qu'il existe un multiple entier de 1/n, qui se trouve entre a et b. Notrons que 1/n, <b 

puisque 1/n, <a + (1/n,) < b. D’après le problème 15, il existe un multiple de 1/n, qui soit 

supérieur à b. Soit m, le plus petit entier positif tel que m,ç/n, ? b ; ainsi (ms — 1)/n, < b. Nous 

affirmons que 
Mol 

a 2 0 
"mo 

Mo — À Mo— À m 

Sinon PR = 6 Et donc à DR er) 

no 
no no un) no 

ce qui contredit la définition de m4. Ainsi Mg — 1/r, est un rationnel situé entre a et b. 

PROPRIETE DES INTERVALLES EMBOITES 

D 1 

19. 

EL 
- 

j . 
- 

; 
- 

h 

Démontrer le théorème A.7 (Propriété des intervalles emboîtés) : Soit 1, — (able 

[a,, b,],. .. une suite d’intervalles fermés (bornés) emboîtés, c’est-à-dire 1, D I, 2 

Alors il existe au moins un point commun à tous les intervalles. 

Solution : 

1, 21, 2...implique quea, <a, S;:.-et.. .<b, <b,. Nous affirmons que 

üm <br pour tout mnEN 

en effet, m > n implique a, <b,, < b, et m <n implique 4,, < a, < b,. Ainsi chaque b, est une 

un majorant de l’ensemble À = {a,#,,...} des extrémités gauches. D'après l’axiome de la borne 

supérieure de R, sup (A) existe ; par exemple, p — sup (A). A présent p < b,, pour tout n € N, puisque 

chaque b,, est un majorant de À et que p est la borne supérieure. En outre, 4, < p pour tout rn EN 

puisque p est un majorant de À = {a,,a,,...}. Mais 

An <= P <br > Del, da; t;] 

Ainsi p est commun à tous les intervalles. 

Supposons dans le problème précédent que les longueurs des intervalles tendent vers 

zéro, c’est-à-dire lim (b, — a,) = 0. Montrer qu’il existe alors un seul point commun à 

n + © 

tous les intervalles. Rappelons que lim (b, —a,) — 0 signifie que pour tout € > 0. 
n — 

I1MEN tel que n>h > (b:— A) <e 

Solution : 

Supposons que p, et p, appartiennent à tous les intervalles. Si p, # p, alors |P; — Pr ô >0. 

Puisque lim (b,, — a,) — 0, il existe un intervalle ho = [as > bhol tel que la longueur de 50 soit 

nn? 

inférieure à la distance |p, —P,| = ô dep, à P,. Par conséquent p, et p, ne peuvent tous deux 

appartenir à 1, , ce quiest une contradiction. Ainsi p, — P,, c’est-à-dire tous les intervalles ne peuvent 

avoir qu’un seul point commun. 

PROBLEMES SUPPLEMENTAIRES 

AXIOMES DE CORPS 

20. 

21. 

Montrer que la loi de distributivité à droite [D, ] est une conséquence de la loi de distributivité à gauche 

[D, jet de la commutativité [M]. 

Montrer que l’ensemble Q des nombres rationnels muni de l’addition et la multiplication est un corps. 
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22: 

23. 

Appendice / Propriété des nombres réels 

Montre que l’ensemble suivant À de nombres réels muni de l'addition et de la multiplication est un 

corps 
A = {a+bv2: a,b rationnel} 

Montrer que l’ensemble À = {...,-—4, —2,0,2,4,...} des entiers pairs muni de l’addition et de la 

multiplication vérifie tous les axiomes d’un corps sauf [M;], [MA] et [Ms], c’est-à-dire est un anneau. 

INEGALITES ET NOMBRES POSITIFS 

24. 

25? 

26. 

21. 

28. 

292 

30. 

31. 

32. 

Réécrire les inégalités suivantes de sorte que x seul se trouve entre les signes d’inégalité. 

(A 2 EL ON (IE SE) RO 2 Te 

Démontrer que le produit de deux nombres négatifs est positif. 

Démontrer le théorème A.2(iii) : Si a < b alors atc<b+e. 

Démontrer le théorème A.2 (iv) : Sia < b etsi cest positif alors ac < bc. 

Démontrer le corollaire A.3 : L'ensemble R est totalement ordonné par la relation a < b. 

<<. 
a 

b RE 
Démontrer que si a < b et si cest positif alors : (i) = < rs (Gi) ; 

Démontrer que 4 ab < (a + b)/2. Plus généralement démontrer que 

Vino Dar tant han: 

Démontrer que si a et b sont deux réels tels que a < b + € pourtout € > 0, alors a < b. 

Trouver toutes les valeurs réelles de x pour lesquelles : (i) x3+%2—6x > 0, (ii) (x—1)(x +3)2 = O. 

VALEUR ABSOLUE 

33. 

34. 

59 

36. 

37. 

Caluire MOMIE 2) AG), Ps He A SR ETN 

Réécrire en utilisant le signe valeur absolue : (il) —3<x<9, (ii) 2=<x<8, (iii) —7 <x te 

Démontrer : (i) |—al ={al, (ii) a?= (al, (ii) [al = Va, (iv) [xl <a si —-a<x<a. 

Démontrer la proposition A.4 (ii): |abl = |a||b|. 

Démontrer la proposition A.4(iv): |la| —|b|| < |a —b|. À 

AXIOME DE LA BORNE SUPERIEURE 

38. 

39. 

40. 

41. 

42. 

Démontrer que si À est un ensemble de réels minoré alors À admet une borne inférieure, c’est-à-dire 
inf (4 ) existe. 

Démontrer que : (i) Six ER tel que Mer? ;alors 1nEN tel que (x + 1/n)? 2e 

(ii) Six ER telque x? > 2;alors 1n EN telque (x — 1/n}? > 2. 

Démontrer qu’il existe un réel 4€ R tel que 4230) 

2 Démontrer qu’entre deux nombres réels positifs il existe un nombre de la forme r* où r est rationnel. 

Démontrer qu’entre deux réels il y a un irrationnel. 
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Absolue, propriété, 168 
Absolue, valeur, 248 
Accumulation, point d’, 54, 60, 75 
Achevée, droite réelle, 171 
Adhérence, 77 
Adhérent, point, 77 
Aleph-zéro, 36 
Alexandrov, compactification d’, 172 
Algèbre, 

de fonctions à valeurs réelles, 24 
des ensembles, 4 

Algébriques, nombres, 42 
Anneou, 246 

Anti-sy métrique, relation, 39 
Application, 19 

à valeurs réelles, 19 
Arbitraire, proximité, 110 
Archimède, axiome d’, 249, 252 
Archimédien, corps, 249, 252 
Arcs, connexe par, 203 
Ascoli, théorème d’, 231, 239 
Axiome du choix, 41 
Axiomes d’un corps, 245 

Baire, théorème de, 218, 224 
Banach, espace de, 219 
Base, 

d’une topologie, 98 
locale, 100 

Bicompact, 170 
Bicontinue, fonction, 112 
Bijection, 20 

Binaire, relation, 5 

Bolzano-Weierstrass, théorème de, 44, 62, 171 
Borne, inférieure, 40 
Borne, supérieure, 40 

axiome de la, 248 
Borné(e), 

ensemble, 40, 124 
fonction, 24 
uniformément, 231 

Cantor, 
ensemble de, 189 
théorème de, 38, 46 

Caractéristique, fonction, 34 
Cardinal, 38 

nombre 38, 49 
Cartésien, 

plan, 4 
produit, 21 

Catégorie, 224 
Cauchy, suite de, 57, 215 
Cauchy-Schwarz, inégalité de, 139 
Chemins, 202 
Classe, 2 
Co-domaine, 19 
Cofinie, topologie, 74 
Collection, 2 

Compacité, 167 

Index 

Compact, 

ensemble, 167 
espace, 169 
localement, 172 

séquentiellement, 170 
vérifiant la propriété de Bolzano-Weierstrass, 
171 

Compacte-ouverte, topologie, 221 
Compactification, 172 
Complémentaire, 3 
Complet, caractère, 58, 216, 248 
Complété, 217 
Complètement régulier, espace, 1 57 
Composante connexe, 201 
Composition, 

des applications, 20 
des relations, 19 

Connexe 
ensemble, 113, 198 
espace, 199 
localement, 202 
par arcs, 203 
simplement, 204 

Constante, fonction, 19 
Continu, 37 \ 
Continuité | 

d’une fonction, 58, 60, 109 
en un point, 58, 111, 131 
uniforme, 182 

Contractante, application, 217 
Convergence, 

simple, 228 
uniforme, 229 
uniforme sur tout compact, 234 

Convergente, suite, 56, 60, 80, 131 
Coordonné, ensemble, 21 
Corps, axiomes de, 245 

Décomposition, 200 
Définition, 

base de, 184 ; 
sous-base de, 113, 184 

De Morgan, lois de, 4, 22 
Dénombrable, 36 
Dense, 77 

Dérivé, 
ensemble, 75 
point, 75 

Deuxième, 
axiome de dénombrabilité, 145 
catégorie, 224 
espace vérifiant le deuxième axiome de dé- 
nombrabilité, 145 

Diamètre, 125 
Différence d’ensembles, 3 
Discret, espace topologique, 74 
Disjoints, ensembles, 3 
Distance, 124, 125 
Distances équivalentes, 128 



Domaine, 200 
. d’une application, 19 
d’une relation, 5 

Droite numérique réelle, 53, 218, 246 
Dual, espace, 233 

Egalité, 
d’ensembles, 1 
de fonctions, 13 

Elément, 1 
Emboîtée, base locale, 145 

Emboîtés, propriété des RE 249, 253 

Ensemble, 1, 4 
Ensemble, 

compact, 167 
complet, 217 
connexe, 113,198 
de Cantor, 189 
dénombrable, 36 

dense, 77 
dérivé, 75 
de parties, 3 - 
d'indices, 21 
fini, 1, 36 
maigre, 224 
non-connexe, 198 
non-dense, 78 
ordonné, 39 
précompact, 1 74 
totalement discontinu, 208 
totalement ordonné, 39 

Ensemble de fonctions, 19 
Ensemble vide, 2 
Ensembles, fonction d’, 22 

Entiers, 226 
Equicontinuité, 231 
Equivalence, 

classe d’, 6 
relation d’, 6 

Equivalence, topologique, 112 

Equivalentes, distances, 127 
Equivalents, ensembles, 36 

Espace, 

complètement régulier, 157 
compact, 169 
connexe, 199 
connexe par arcs, 203 
de fonctions, 19 
de Hausdorff, 145 
de Lindelôf, 146, 152 
de Tychonoff, 157 
euclidien, 24 
localement compact, 172 
localement connexe, 202 

métrique, 127 
normal, 156 
normé, 131 
possédant la propriété de Bolzano-Weier- 

strass, 171 
régulier, 155 

séquentiellement compact, 170 

simplement connexe, 204 

topologique, 74 
vectoriel, 24 
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Euclidien(ne), 
distance, 130 
espace, 24 
norme, 132 

Extension d’une fonction, 20 

Extérieur, 78 
Extrémité, 202 

Famille, 2 
Fermé(e), 

chemin, 202 
ensemble, 55, 60, 76 
fonction, 111 
intervalle, 1 

Fermeture, 76 
Filtre, 155 
Finesse, d’une topologie, 80 
Finie, propriété de l'intersection, 168 
Finis, ensembles, 1, 36 
Fonction, 19 

caractéristique, 34 
d’ensemble, 22 
projection, 21 
valeur en un point, 227 

Fonctions, espaces de, 227 

Fonctionnelles, 233 
Frontière, 78 

Graphe, 19 
Grossière, topologie, 74 

Hausdorff, espace de, 145 
Heine-Borel, théorème de, 55,64, 166 
Héréditaire, propriété, 147 

Hilbert, 
cube de, 143 
espace de, 130 

Homéomorphes, espaces, 112 
Homéomorphisme, 112 
Homotopes, 203 

Homotopie, 203 

Identique, 
fonction, 20 
relation, 6 

Image, 19, 22 
d’une fonction, 19 
d’une relation, 5 

Immergé, 172 
Inclusion, 32 
Indexés, ensembles, 21 
Induite, 

distance, 141 
topologie, 127 

Inégalité de Cauchy-Schwarz, 138 

Inférieure, borne, 40 
Infimum (inf), 40 



258 Index 

Infinis, ensembles, 1, 36 

Injection, 20 
Intérieur, 

d’un ensemble, 78 
fonction, 110. 
DOiNt 53599707 

Intersection, 3, 21 
Intervalles, 1, 198 
Inverse, 

fonction, 20 

image, 22 
relation, 5 

Irrationnels, nombres, 246 
Isométrie, 129 

Kuratowski, axiomes de fermeture de, 80 

l,, espace, 130 

L,, métrique, 130 
l,, norme, 131 
Lebesgue, nombre de, 175 
Lexicographique, ordre, 39 
Limite, 

d’une suite, 56, 80 
point, 54, 59, 75 

Limite inférieure, topologie de la, 99 
Limite supérieure, topologie de la, 99 
Lindelôf, 

espace de, 146, 150 

théorèmes de, 146, 149 

Locale, base, 100 
Localement, 

compact, 172 
connexe, 202 

Majorant, 40 
Maximal, élément, 40 
Maigre, 218 

Métrique, 124 
espace, 127 
produit d’espaces, 188 
sous-espace, 127 
topologie, 127 

Métrisable, 128 
Métrisabilité, problème de la, 129 
Minimal, élément, 40 
Minkowski, inégalité de, 140 
Minorant, 40 
Moins fine, topologie, 80 

N, entiers positifs, 2, 246 
Naturel, 

entier, 246 
ordre, 39 

Négatifs, nombres, 246 
Non-dénombrable, 37 
Non-dense, 78 
Normal, espace, 156 
Normé, 131 
Normé, espace, 131 

Ordre, 
de la droite, 247 
inverse, 39 
lexicographique, 39 

naturel, 39 
partiel, 39 
topologie de 1’, 100 
total, 39 

Ordonné, 
couple, 5 
linéairement, 39 
sous-ensemble, 39 
totalement, 39 

Origine, 202 

Ouvert(e), 
boule, 126 
disque, 60 
ensemble, 53, 60, 73 
fonction, 111 
intervalle, 1 
recouvrement, 167 
voisinage, 79 

k 

Parties, ensemble des parties d’un ensemble, 3 
Partition, 7 
Plan, 4 
Plus faible topologie, 80 
Plus fine topologie, 80 
Plus grand élément, 40 
Plus grande topologie, 80 
Plus petit élément, 40 
Pius petite topologie, 80 

Point, 
adhérent, 78 
d’accumulation, 75 
frontière, 78 
intérieur, 53, 60, 77 
limite, 54, 60, 75 

Point et un ouvert, topologie définie par un 
227 

Positifs, 

entiers, 246 
nombres, 246 

Précompact, ensemble, 174 
Premier(e) 

axiome de dénombrabilité, 145 
catégorie, 224 
élément, 40 
espace vérifiant le premier axiome de dénom- 
brabilité, 145 

Presque tous, 56 
Proximité arbitraire, 110 
Produit, 4 

cartésien, 23 
de fonctions, 20 

d’espaces métriques, 1 88 
ensemble, 4 
espace, 1 84 
propriété invariante par passage au, 188 
topologie, 1 84 : 

Projection, 21 
Propre, sous-ensemble, 2 
Pseudo- distance, 124 
Puissance, 

du continu, 37 

Q, nombres rationnels, 2, 246 
Quotient, ensemble, 6 

R, nombres réels, 2, 245 



RM, espace euclidien de dimension m, 130 
R°, espace 1,, 130 
Rare, 224 
Rationnels, nombres, 246 
Réciproque, 

fonction, 20 
image, 22 
relation, 5 

Recouvrement, 55, 167 
Réelle, droite, 53, 246 
Réelles, fonction à valeurs, 19, 23 
Réels, nombres, 245 
Réflexive, relation, 6 
Relation, 5 
Relative, topologie, 80 
Restriction, d’une application, 20 
Réunion, 3, 21 

Schroeder- Bernstein, théorème de, 37 

Séparable, 146 
Séparation, axiomes de, 154 
Séparés, ensembles, 198 
Séquentiellement, 

compact, 170 
continue, 111 

Simple, convergence, 228 
Simplement connexe, 204 
Sous-base, 99 

Sous-ensemble, 2 AS 

Sous-espace (topologique), 80 

Sous-suite, 57 
Suite, 36, 56 

convergente, 56, 61, 80 
de Cauchy, 58, 215 
d’ensembles, 21 

Supremum (sup), 40 
Surjective, fonction, 20 
Symétrique, relation, 6 

Ternaire, ensemble, 189 
Topologie, 74 

de la convergence compacte, 233 

de la convergence simple, 229 

de la convergence uniforme, 230 

Index 259 

Topologique, 
espace, 74 
fonction, 112 
propriété, 112 
sous-espace, 80 

Topologiquement équivalent, 112 
Totalement, 

discontinu, 208 
ordonné, ensemble, 39 

Transcendants, nombres, 51 
Transitive, relation, 6 
Triangulaire, relation, 124 
Triviale, distance, 124 
Tychonoff, 

espace de, 157 
théorème de, 188, 192 
topologie de, 187 

Uniforme, 
continuité, 180 
convergence, 229 
convergence, sur tout compact, 232 

Uniformément, borné, 231 
Universel, ensemble, 2 
Urysohn, 

lemme d’, 157, 164 
théorème de métrisabilité d’ 157, 162 

Usuelle, 
distance, des nombres réels, 125 
topologie des nombres réels, 74 

Valeur, fonction, 227 

Valeurs réelles, fonction à, 19, 23 

Vecteurs, 24 
Vectoriels, espaces, 24 

Venn, diagramme de, 3 
Vide, ensemble, 2 
Voisinage, 77 

Weierstrass, théorème de la valeur intermédiaire 

de, 59,71 

Z, entiers relatifs, 2, 246 

Zorn, lemme de, 41 
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espace topologique, 74 

espace métrique, 127 

norme, 131 

moins fine que, 80 

implique, 7 

il existe, 7 

pour tout, 7 

(par exemple 4 \B), différence, 3 

ensemble dérivé de À, 75 

fermeture de À, 76 

intérieur de À, 78 

complémentaire de À, 3 

produit cartésien, 21 

ième projection, 21 

couple 5 

ensemble vide, 2 

frontière de À, 78 

fonctions continues sur [0, 1],124, 230 

diamètre de 4, 125 

distance de a à b, 124 

topologie discrète, 74 

ext (À) 

Ex 

FX, Y) 

F(A,B) 

ssi 

inf (A) 

int (4) 

Ny 

P(A) 

Re 

R° 

S(p, ô) 

t.q. 

sup (À) 

extérieur de À, 78 

valeur en x, 227 

ensemble des applications de X 
dans Y, 227 

ensemble des applications de À 
dans B, 231 

si et seulement si 

infimum de À, 38 

intérieur de À, 78 

ensemble des entiers positifs, 2, 246 

système de voisinages de p, 78 

ensemble des parties de À, 3 

ensemble des rationnels, 2. 246 

ensemble des réels 2, 245 

espace euclidien de dimension m, 130 

espace /,, 130 

boule ouverte, 126 

telle que, 7 

supremum de À, 40 

topologie, 74 

topologie induite sur 4, 80 

topologie usuelle, 74 

ensemble des entiers relatifs 2, 246 
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